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Corso di Laurea in Scienze Statistiche ed Economiche
Prova scritta di Algebra o Algebra lineare - 15 giugno 2005

Sk 3k sk ok sk sk sk sk skosk sk skosk sk

1 - Verificare in base alla definizione che I'insieme
V={(z,y,2) €ER3| 22—y—2=0, z+2y+22=0}
é un sottospazio vettoriale di R® e che applicazione L : R3 — R?2, tale che
L(z,y,2) = (2r —y — z,2 + 2y +22) per ogni (z,y,2) € R?,

é un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R3 ed R?
Trovare poi la dimensione ed una base di V', il complemento ortogonale V+ di V ed una sua base ortogonale.

Verificare che 1'unione delle basi di V e V- testé trovate é una base ortogonale di R? e trovare le coordinate
del vettore (1,2,0) rispetto a tale base.

2 - Data la matrice
h 1 2—h
A=|1 0 -1
2 1 h
a) dire per quale valore del parametro h le righe di A sono linearmente dipendenti o indipendenti,
b) trovare il rango di A al variare del parametro h,
¢) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare nonomogeneo Az =y, con y = (1,—1,0), é
determinato, indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;
d) scrivere le equazioni della trasformazione lineare L4 associata alla matrice A;
e) trovare il nucleo e 'immagine di tale trasformazione lineare, indicando di tali sottospazi la dimensione
ed una base;

f) trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all'immagine di L 4, indicando anche di tali sottospazi
la dimensione ed una base.

3 - Date le matrici

—4 1 -6 01 -3
A=lo0 1 o0 e B=[10 3],
3 -1 5 11 1

a) trovare la matrice somma A + B, la matrice prodotto A - B e la matrice inversa B~! di B ;

b) trovare gli autovalori e i corrispondenti autovettori di A e di B,

c) dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R® formata di
autovettori.

4 - Con il criterio del segno degli autovalori e/o con il criterio di Sylvester, studiare il segno della forma
quadratica associata alla matrice quadrata simmetrica:

—4 2 =2
2 =2 0
-2 0 a



Corso di Laurea in Scienze Statistiche ed Economiche
Prova scritta di Algebra con elementi di Geometria - 15 giugno 2005

Sk 3k sk ok sk skosk sk sk skosk sk skosk sk

1 - Verificare in base alla definizione che I'insieme
V={(z,y,2) €ER3| 22—y—2=0, z+2y+22=0}
é un sottospazio vettoriale di R® e che applicazione L : R3 — R?2, tale che
L(z,y,2) = (2r —y — z,2 + 2y +22) per ogni (z,y,2) € R?,

é un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R3 ed R?
Trovare poi la dimensione ed una base di V', il complemento ortogonale V+ di V ed una sua base ortogonale.

Verificare che 1'unione delle basi di V e V- testé trovate é una base ortogonale di R? e trovare le coordinate
del vettore (1,2,0) rispetto a tale base.

2 - Data la matrice
h 1 2—h
A=[(1 0 -1 |,
2 1 h
a) dire per quale valore del parametro h le righe di A sono linearmente dipendenti o indipendenti,
b) trovare il rango di A al variare del parametro h,
¢) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare nonomogeneo Az =y, con y = (1,—1,0), é
determinato, indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;
d) scrivere le equazioni della trasformazione lineare L4 associata alla matrice A;
e) trovare il nucleo e 'immagine di tale trasformazione lineare, indicando di tali sottospazi la dimensione
ed una base;
f) trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all’immagine di L 4, indicando anche di tali sottospazi
la dimensione ed una base.

3 - Date le matrici

-4 1 -6 01 -3
A= 0 1 o0 e B=|10 3|,
3 -1 5 11 1

a) trovare la matrice somma A + B, la matrice prodotto A - B e la matrice inversa B~! di B ;
b) trovare gli autovalori e i corrispondenti autovettori di A |
c) dire se A é diagonalizzabile e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di autovettori.

4 - Fissato nello spazio euclideo tridimensionale un riferimento metrico R(O, (e1, ez, e3)), si considerino i
punti A = (1,1,-2) e B = (—1,3,0) e il vettore u = e; — ez + e3. Trovare le equazioni parametriche e
cartesiane della retta r congiungente A con B e della retta s passante per A e parallela ad u e del piano 7
congiungenti le rette r ed s.

Trovare infine ’equazione della retta per A perpendicolare al piano .



Corso di laurea in Scienze Statistiche ed Economiche

Prova scritta di ALGEBRA LINEARE - 13 luglio 2005
stk ok ok ok ok ok ok ok ok

n. 1 - Datii vettori u; = (1,1,0,—-1)T | up = (=1,0,2,2)T e uz = (0,1,3, -2)7,

verificare in base alla definizione che tali vettori sono linearmente indipendenti;

calcolare il determinante della matrice avente per colonne i vettori uy, ug, us ed ug = (2,1, —3,0)7,
detto U il sottospazio di R* generato da w1, us, us, us , indicare la dimensione ed una base di
U e (con il procedimento di Gram Schmidt), ricavare una base ortogonale di U da tale base.

Dati i vettori u; = (1,2,h — 1) , us = (2,5,—1) e ug = (h, 1, 1),

dire per quali valori del parametro h tali vettori sono linearmente dipendenti o indipendenti;

al variare del parametro h, trovare la caratteristica della matrice A avente per righe tali vettori;
trovare il complemento ortogonale allo spazio U generato da tali vettori, precisando la dimensione
di U e di U™ ed indicando una base di tali sottospazi;

dire per quale valore del parametro h il sistema lineare non omogeneo Ax =y cony =
(0,1,—1)T é determinato, indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sis-
tema;

scrivere le equazioni della trasformazione lineare L 4 associata alla matrice A avente per righe tali
vettori,

trovare il nucleo e I'immagine di tale trasformazione lineare, indicandone esplicitamente la dimen-
sione ed una base;

trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all'immagine di L,4, indicando anche di tali sot-
tospazi la dimensione ed una base.

Date le metrici

2 -2 0 3 2 -2
A=[1 0o 2 e B=|-2 -1 2],
0o 1 2 2 2 -1

trovare la matrice trasposta di A, la matrice A — 2 - B e la matrice prodotto B - A;

dire se B é invertibile e trovarne 1’(eventuale) matrice inversa B~!;

trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,

dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di
autovettori.

n. 4 - Con il criterio del segno degli autovalori e con il criterio di Sylvester studiare il segno della forma
quadratica associata alla matrice quadrata simmetrica

a 2 0
2 1 -1
0 -1 2



Corso di Laurea in Scienze Statistiche ed Economiche
Prova scritta di Algebra con elementi di Geometria - 13 luglio 2005

Sk sk skesk sk sk sk sk sk skosk sk sk skok

n. 1 - Datii vettori u; = (1,1,0,—-1)T | uy = (=1,0,2,2)T e uz = (0,1, 3, -2)7,

a) verificare in base alla definizione che tali vettori sono linearmente indipendenti;

b) calcolare il determinante della matrice avente per colonne i vettori uy, us,us ed uy = (2,1, -3,0)7,
) detto U il sottospazio di R* generato da wuy, us, us, uy , indicare la dimensione ed una base di

U e (con il procedimento di Gram Schmidt), ricavare una base ortogonale di U da tale base.

n. 2 - Datiivettori uy = (1,2,h —1) , us = (2,5,—1) e ug = (h, 1,1),

a) dire per quali valori del parametro h tali vettori sono linearmente dipendenti o indipendenti;

b) al variare del parametro h, trovare la caratteristica della matrice A avente per righe tali vettori;

) trovare il complemento ortogonale allo spazio U generato da tali vettori, precisando la dimensione

di U e di Ut ed indicando una base di tali sottospazi;

d) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare non omogeneo Ax =y cony =
(0,1,—1)T é determinato, indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sis-
tema;

e) scrivere le equazioni della trasformazione lineare L4 associata alla matrice A avente per righe tali
vettori,

f) trovare il nucleo e 'immagine di tale trasformazione lineare, indicandone esplicitamente la dimen-
sione ed una base;

g) trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all'immagine di L4, indicando anche di tali sot-
tospazi la dimensione ed una base.

n. 3 - Date le metrici

2 -2 0 3 2 -2
A=[1 0o 2 e B=|-2 -1 2],
0o 1 2 2 2 -1

trovare la matrice trasposta di A, la matrice A — 2 - B e la matrice prodotto B - A;

dire se B ¢ invertibile e trovarne 1’(eventuale) matrice inversa B~!;

trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,

dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di
autovettori.

4 - Fissato nello spazio euclideo tridimensionale un riferimento metrico R(O, (e, e, €3)), si considerino
ipunti A = (1,1,-2) e B =(—1,3,0) e il vettore u = e; — e3 + e3. Trovare le equazioni parametriche e
cartesiane della retta r congiungente A con B e della retta s passante per A e parallela ad u e del piano
7 congiungenti le rette r ed s.

Trovare infine ’equazione della retta per A perpendicolare al piano .



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
I esonero di Algebra Lineare - 7 aprile 2006 - Traccia A

3k sk sk sk sk skeosko sk sk skosksk sk skok

1 - Dati i vettori u; = (2,-1,0,—-1,0)7 | uy = (3,-1,-2,2,0)7 e uz = (0,-2,—1,0,—-3)T, trovare
ivettori wu; +up, wu;+ug, lacombinazione lineare dei vettori u;, ug, uz mediante i coeflicienti
a1 = =2, ay =3, az = —3/2 e il prodotto scalare di u; con uy e di uy con us.

2 - Dopo avere dato la definizione di sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale reale V', dire se sono
sottospazi vettoriali di R o R* gli insiemi

{(z,y,2) ER*2x —y—32=0, z—y+42=0}

{(z,y,2,t) ER} oz +2y —524+t=0, z—-2y—2z—t—2=0}.

3 - Trovare le equazioni parametriche e cartesiane della retta affine passante per a = (2,-3,0,—1)T e
parallela al vettore u = (1,2, —2,3)7 e del piano affine passante per a e parallelo al piano generato da u
ev=(-1,0,-3,4)T. Trovare infine le equazioni parametriche e cartesiane della retta passante per u
e v, e del piano passante per a, u e v.

4 - Dopo aver dato la definizione di trasformazione lineare tra due spazi vettoriali, dire se sono trasfor-
mazioni lineari da R? in R? le funzioni che associano ad ogni vettore x = (x1,22,23) di R3 il vettore
y = (y1,92) € R? tale che

{?/1 =21 + 3x9 — 23 {y1 =x1 — 2w9 — 273 {yl =x1 — T2 — 273

Y2 =T —4x0 — 323 Yo =1+ 3T2 + T3 — 2, Yo =af— a2+ a3

Se L é una trasformazione lineare verificare che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R".

5 - Date le matrici

0 -1 -2 1 2 -1

1 1 2 -2 =3 0
A= -3 1 -1]” B= 0 -2 4 17

3 -2 =3 -1 -2 1

indicare le matrici trasposte di A e B, trovare la matrice somma A+ B,e le matrici prodotto ABT e AT B;
trovare infine la caratteristica delle matrici A, B, AT BT, A+ B, ABT e BAT, indicando per ognuna di
esse una base dei sottospazi generati dalle righe e dalle colonne.

6 - TTrovare, al variare del parametro «, la caratteristica della matrice

1 2 -1 3
o 2« 0 a? + 3a
0 4 «a—2 «
-1 2 -1 -3



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
I esonero di Algebra Lineare - 7 aprile 2006 - Traccia B

Sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskosk sk skok

1 - Dati i vettori u; = (=2,1,0,0,-1)7 | uy = (=3,2,-1,0,2)7 e uz = (0,2,-1,3,0)7, trovare
i vettori u; + up, u; + ugz , la combinazione lineare dei vettori u;, us, us mediante i coefficienti
a1 =2, ag =1/3, asg = —1 e il prodotto scalare di u; con uy e di uy con ug.

2 - Dopo avere dato la definizione di sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale reale V', dire se sono
sottospazi vettoriali di R o R* gli insiemi

{(957972)6R3|x2—y—3z:0, ﬂl'—y—|—4,2:0}

{(z,y,2,t) E Rz — 2y + 52—t =0, x—2y—2z—1t=0}

3 - Trovare le equazioni parametriche e cartesiane della retta affine passante per a = (—2,3,1,0)7 e
parallela al vettore u = (1, —2,2,0)T e del piano affine passante per a e parallelo al piano generato da u
ev=(-1,0,2,-4)T.  Trovare infine le equazioni parametriche e cartesiane della retta passante per u
e v, e del piano passante per a, u e v.

4 - Dopo aver dato la definizione di trasformazione lineare tra due spazi vettoriali, dire se sono trasfor-
mazioni lineari da R? in R? le funzioni che associano ad ogni vettore x = (x1, 72, 73) di R? il vettore
y = (y1,%2) € R? tale che

{?/1 =x1 — 312 + T3 {yl =211 — T2T3 {yl =x1 — 312 — I3
Y2 = x1 +4x0 + 223 Y2 = x1+3T2 + T3, Yo =x1—To+213+2

Se L é una trasformazione lineare verificare che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R".

5 - Date le matrici

0 2 3 -1 1 2 4 1
A= 1 -1 2 —2|, B 0 3 -1 2],
-3 4 -3 1 -2 -1 -9 0

indicare le matrici trasposte di A e B, trovare la matrice somma A+ B,e le matrici prodotto ABT e AT B;
trovare infine la caratteristica delle matrici A, B, AT BT, A+ B, ABT e BA”, indicando per ognuna di
esse una base dei sottospazi generati dalle righe e dalle colonne.

6 - TTrovare, al variare del parametro «, la caratteristica della matrice

1 -1 -2 1
a —a —a d?+a
0 4 —a a—2
-1 5 2 -3



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
II esonero di Algebra Lineare - 23 maggio 2006 - Traccia A

s sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok e ok
1 - Date le matrici
1 2 3 2 -3 -4 2 -3 -4
A= 2 4 =21, B=1] -1 4 71, C=1-1 4 71,
-3 -5 1 5 =2 1 5 =2 0

a) calcolare il determinante di A, di B e di C, alternando la regola di Sarrus, la regola di Laplace e
il metodo di Gauss-Jordan,

b) dire quindi se tali matrici sono invertibili e (in caso affermativo) calcolarne I'inversa con I’algoritmo
di Gauss Jordan e/o con il metodo della matrice aggiunta.

2 - Considerate le matrici A e B dell’esercizio precedente e il vettore b = (1,3,—2)7, trovare la
caratteristica di A, B, (A,b), (B,b), senza adoperare ’algoritmo di Gauss Jordan, ma semplicemente
analizzando i minori estratti da tali matrici.

Di conseguenza, dire se i sistemi Ax=b e Bx =Db sono incompatibili, determinati o indeter-
minati; se il sistema é determinato trovare I'unica soluzione con il Teorema di Cramer, (alternando nel
calcolo dei determinanti la regola di Sarrus, la regola di Laplace e il metodo di Gauss-Jordan).

3 - Data la matrice
0 1 2 0

E+1 k 1 3k
k2 2 K

(1) calcolare il determinante di A e (al variare del parametro k) la sua caratteristica, nonché una base
dei sottospazi U e V di R* generati rispettivamente dalle righe e dalle colonne di A;

(2) trovare il complemento ortogonale ai sottospazi U e V', indicandone la dimensione ed una base;

(3) trovare (al variare del parametro k) il nucleo e I'immagine della trasformazione lineare associata
ad A, indicando una base di tali sottospazi;

(4) dire se L4 é iniettiva, suriettiva o bigettiva.

4 - Dire per quali valori del parametro k i sistemi lineari

T — z =-1
rT+y+z =1 T —y+2z =—-1
Y Y 2x+y+(k+1)z =2
20 +y — 2 =2 —2x+y—4z+kt =0
) —2y+(3—-k)z =1+k
kx+ky+kiz =1 kxr+ (3 —Fk)y+kt =1,

kx +y — k*z =k

sono incompatibili, determinati o indeterminati, indicando esplicitamente la caratteristica della matrice
dei coefficienti A e la caratteristica della matrice A dei coefficienti e termini noti del sistema.

Se il sistema ¢ compatibile, trovarne la o le soluzioni.

Trovare infine le soluzioni del sistema omogeneo associato a tali sistemi; se il sistema ammette soluzioni
non banali, indicare esplicitamente una base dell’insieme delle soluzioni.

5 - Dette A, B e C le matrici dei coefficienti dei sistemi dell’esercizio precedente, dire se la trasformazione
lineare associata a tali matrici é iniettiva, suriettiva, bigettiva, indicando esplicitamente la dimensione
del nucleo e dell’'immagine di tali sottospazi.

Per uno almeno dei casi in cui tali trasformazioni lineari non sono surgettive, trovare le equazioni che
devono essere soddisfatte dai punti dell’insieme immagine.



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
IT esonero di Algebra Lineare - 23 maggio 2006 - Traccia B

s sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok
1 - Date le matrici
1 -2 3 2 3 4 2 3 4
A= -2 4 =51, B = 1 4 71, C = 1 4 71,
3 —4 1 5 2 -1 5 2 0

a) calcolare il determinante di A, di B e di C, alternando la regola di Sarrus, la regola di Laplace e
il metodo di Gauss-Jordan,

b) dire quindi se tali matrici sono invertibili e (in caso affermativo) calcolarne I'inversa con ’algoritmo
di Gauss Jordan e/o con il metodo della matrice aggiunta.

2 - Considerate le matrici A e B dell’esercizio precedente e il vettore b = (1,3,2)%, trovare la caratteris-
tica di A, B, (A,b), (B,b), senza adoperare 1’algoritmo di Gauss Jordan, ma semplicemente analizzando
i minori estratti da tali matrici.

Di conseguenza, dire se i sistemi Ax =b e Bx=Db sono incompatibili, determinati o indeter-
minati; se il sistema é determinato trovare 'unica soluzione con il Teorema di Cramer, (alternando nel
calcolo dei determinanti la regola di Sarrus, la regola di Laplace e il metodo di Gauss-Jordan).

3 - Data la matrice

0 1 =2 0
1 0 1 —k
A= E—1 k 1 3k
-k 2 -2 k2

(1) calcolare il determinante di A e (al variare del parametro k) la sua caratteristica, nonché una base
dei sottospazi U e V di R* generati rispettivamente dalle righe e dalle colonne di A;

(2) trovare il complemento ortogonale ai sottospazi U e V, indicandone la dimensione ed una base;

(3) trovare (al variare del parametro k) il nucleo e I'immagine della trasformazione lineare associata
ad A, indicando una base di tali sottospazi;

(4) dire se L4 ¢ iniettiva, suriettiva o bigettiva.

4 - Dire per quali valori del parametro & i sistemi lineari

) 1 42 1 T + z =-1
x -z = x z =
Y Y 2e+y+(3—k)z =-1
2043y — 2 =-1 20 +y+4z+kt =0 2+ (1— k) 4k
Yy —R)z =o-—
kr —ky+k*z =0 kr+ (2+k)y—kt =-—1,
Y ( Jv kx +y + k*z =1-k

sono incompatibili, determinati o indeterminati, indicando esplicitamente la caratteristica della matrice
dei coefficienti A e la caratteristica della matrice A dei coefficienti e termini noti del sistema.

Se il sistema & compatibile, trovarne la o le soluzioni.

Trovare infine le soluzioni del sistema omogeneo associato a tali sistemi; se il sistema ammette soluzioni
non banali, indicare esplicitamente una base dell’insieme delle soluzioni.

5 - Dette A, B e C le matrici dei coefficienti dei sistemi dell’esercizio precedente, dire se la trasformazione
lineare associata a tali matrici é iniettiva, suriettiva, bigettiva, indicando esplicitamente la dimensione
del nucleo e dell’immagine di tali sottospazi.

Per uno almeno dei casi in cui tali trasformazioni lineari non sono surgettive, trovare le equazioni che
devono essere soddisfatte dai punti dell’insieme immagine.



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
ITI esonero di Algebra Lineare - 9 giugno 2006 - Traccia A

Sk sk sk sk sk skosk sk skoskosksk sk skok

n. 1 - Trovare gli autovalori, gli autovettori e gli autospazi delle matrici

2 1 -1 2 1 1 1 2 -2
1 o0 -1], 1 o0 1], 0 2 0
-1 -1 0 -1 -1 0 1 -2 4

Dire quindi se tali matrici sono diagonalizzabili e indicare una matrice che le diagonalizza.

2 - Trovare gli autovalori e gli autospazi delle matrici

Lo o)
S o4 s 0 -2 1 0
1 0 0 1

Verificare che A e B sono diagonalizzabili e che gli autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono
a due a due ortogonali; trovare quindi una base ortonormale di autovettori.

Scrivere la forma quadratica associata a tali matrici e (per almeno una di esse) trovarne la forma canonica.
Studiare infine il segno di tale forma quadratica utilizzando il criterio del segno degli autovalori e il criterio
di Sylvester.

n. 3 - Alternando il criterio dei segni del polinomio caratteristico e il criterio di Sylvester studiare il
segno della forma quadratica associata alle matrici quadrate simmetriche

2 20 -2 20 —2 2 0
A=12 3 2 B = 2 =3 2], cC=|2 -3 2
0 2 5 0 2 5 0 2 =5

n. 4 - Con il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt, trovare una base ortonormale del
sottospazio U di R* generato dai vettori

u; = (07 17 _272)T7 Uz = (47 37073)T7 us = (Oa _17 17O)T'

n. 5 - Data la matrice
2

A= -1
0

> O =
W = 3

dire per quale valore del parametro k la trasformazione lineare L4 associata a tale matrice é iniettiva,
suriettiva o bigettiva.

Se L 4 non ¢ iniettiva, trovare il nucleo di L4 ; se L4 non é suriettiva, trovare lo spazio immagine I'm(L 4)
e il suo complemento ortogonale.

Dire infine per quale valore del parametro k il sistema Ax =b, con b = (0,1,2)7, é compatibile o
incompatibile; se il sistema é compatibile, trovare la o le soluzioni.



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
IIT esonero di Algebra Lineare - 9 giugno 2006 - Traccia B
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n. 1 - Trovare gli autovalori, gli autovettori e gli autospazi delle matrici

1 2 0 1 2 0 3 2 -1
2 3 2/, 2 3 -2, 01 1
0 -2 1 0 -2 1 02 2

Dire quindi se tali matrici sono diagonalizzabili e indicare una matrice che le diagonalizza.

2 - Trovare gli autovalori e gli autospazi delle matrici

o
A=12 2 2], B=

4 2 5 0 -2 3 0

1 0 0 2

Verificare che A e B sono diagonalizzabili e che gli autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono
a due a due ortogonali; trovare quindi una base ortonormale di autovettori.

Scrivere la forma quadratica associata a tali matrici e (per almeno una di esse) trovarne la forma canonica.
Studiare infine il segno di tale forma quadratica utilizzando il criterio del segno degli autovalori e il criterio
di Sylvester.

n. 3 - Alternando il criterio dei segni del polinomio caratteristico e il criterio di Sylvester studiare il
segno della forma quadratica associata alle matrici quadrate simmetriche

2 1 0 2 1 0 2 1 0
A=|1 1 2 B=|11 2|, c=1 -1 2
0 2 4 0 2 10 0 2 -10

n. 4 - Con il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt, trovare una base ortonormale del
sottospazio U di R* generato dai vettori

u; = (Loa _27 _2)T7 Uz = (374707 _3)T7 us = (_Loa 170)T'

n. 5 - Data la matrice

1 k£ 0 1
A=k 0 -1 O
01 1 1

dire per quale valore del parametro k la trasformazione lineare L4 associata a tale matrice € iniettiva,
suriettiva o bigettiva.

Se L 4 non ¢ iniettiva, trovare il nucleo di L4 ; se L4 non é suriettiva, trovare lo spazio immagine I'm(L 4)
e il suo complemento ortogonale.

Dire infine per quale valore del parametro k il sistema Ax = b con b = (1,—1,0)T é compatibile o
incompatibile; se il sistema é compatibile, trovare la o le soluzioni.



Corso di Laurea in Scienze Statistiche ed Economiche
Prova scritta di Algebra Lineare e di Algebra con elementi di Geometria
28 giugno 2006
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1 - Verificare in base alla definizione che I'insieme
V={(z,y,2) €ER} x-2y+32=0, 20+y+2z=0}
é un sottospazio vettoriale di R® e che applicazione L : R3 — RZ2, tale che
L(x,y,2) = (v — 2y + 3z, 20 +y+2) per ogni (z,y,2) € R,
é un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R3 ed R?

Trovare poi la dimensione ed una base di V', il complemento ortogonale V+ di V ed una sua base ortogonale.
Verificare che I'unione delle basi di V e V= testé trovate é una base ortogonale di R?.

2 - Data la matrice

1 1 1
0 -1 1

A= 3 ) h|’
-2 1 -5

a) trovare il rango di A al variare del parametro h,

b) dire per quale valore del parametro h la trasformazione L, associata alla matrice A é iniettiva,
suriettiva, bigettiva;

¢) trovare il nucleo e 'immagine di tale trasformazione lineare, indicando di tali sottospazi la dimensione
ed una base;

d) dire per quale valore del parametro h il vettore y = (1,h2,1,—5)T appartiene allo spazio immagine
Im(LA)

e) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare nonomogeneo Ax =y é determinato, inde-
terminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;

f) trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all’immagine di L4, indicando anche di tali sottospazi
la dimensione ed una base.

3 - Date le matrici

-2 1 =2 1 -1 2
A= -1 2 -2 e B=1[ -1 2 =21,
-1 -1 0 2 =2 1
a) trovare la matrice somma A + B, la matrice prodotto A - B e la matrice inversa B~! di B ;
b) trovare gli autovalori e i corrispondenti autovettori di A;
c) dire se A é diagonalizzabile e (in caso affermativo) trovare una base di R3 formata di autovettori;
d) dire se la forma quadratica associata alla matrice B é definita positiva, definita negativa o indefinita.

4 - Fissato nello spazio euclideo tridimensionale un riferimento metrico R(O, (e1, €2, e3)), si considerino i
punti A = (1,-1,2) e B = (1,—3,0) e il vettore u = e; + e3 — 2e3. Trovare le equazioni parametriche e
cartesiane della retta r congiungente A con B e della retta s passante per A e parallela ad u e del piano 7
congiungenti le rette r ed s.

Trovare infine ’equazione della retta per A perpendicolare al piano 7.
1



Corso di Laurea in SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
Prova scritta di ALGEBRA LINEARE - 12 luglio 2006
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1 - Dire per quale valore del parametro h l'insieme
V={(z,y,2) €ER® x—-2y+hz=0, 22—hy=h-—2}
é un sottospazio vettoriale di R?, verificando la tesi in base alla definizione.

Per tale valore di h trovare la dimensione ed una base di V e del complemento ortogonale V+ di V. Usare
infine il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt per trovare una base ortonormale di V*.

2 - Verificare che la matrice

2 3 1
A= 1 2 0
4 0 4

é invertibile e trovarne la matrice inversa, adoperando sia ’algoritmo di Gauss Jordan che il metodo della
matrice aggiunta.

3 - Data la matrice

1 1 1 0

0 -1 h h
A= 2 1 3 h |’

h 1 1 1-h

trovare la caratteristica di A al variare del parametro h,

dire per quale valore di h la trasformazione L 4 associata alla matrice A é iniettiva, suriettiva, bigettiva;
trovare il nucleo e 'immagine di L 4, indicando di tali sottospazi la dimensione ed una base;

dire se il vettore y = (0,1,0,—1)T appartiene allo spazio immagine I'm(L,), e trovare le eventuali
soluzioni del sistema lineare nonomogeneo AX =y ;

f) trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all’immagine di L 4, indicando anche di tali sottospazi
la dimensione ed una base.

4 - Date la matrice

1 2 -1
A= 0 4 0
-h 2 3
a) trovare gli autovalori di A e i corrispondenti autospazi per h=—1, h=0ed h =3

b) per i suddetti valori di h dire se A é diagonalizzabile e (in caso affermativo) trovare una base di R?
formata di autovettori di A.

5 - Date le matrici quadrate simmetriche

2 -2 1 2 -2 1 2 -2 1
A=|-2 8 2], B=|-2 3 2], C=|-2 3 -2
1 2 2 1 2 4 1 -2 4

a) trovare gli autovalori di A e dedurre dal loro segno il segno della forma quadratica associata ad A;

b) trovare gli autovettori corrispondenti agli autovalori di A e verificare che essi sono a due a due
ortogonali;

¢) trovare quindi una matrice ortogonale B che diagonalizza A e la forma canonica della forma quadratica
associata ad A;

d) trovare il segno delle forme quadratiche associate alle matrici B e C' usando alternativamente il criterio

del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico e il criterio di Sylvester.
1



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
I esonero di Algebra Lineare - 3 aprile 2007 - Traccia A
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1 - Dopo avere dato la definizione di sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale reale V', dire se sono
sottospazi vettoriali di R* gli insiemi

Hl = {X = (x1,$2,x37x4) € R4 | T — 2(1}'2 +x3 — 3:174 = 2, 21'1 + x9 — 3 +5l'4 — 0}’
Hy = {X = (JflaI27$37I4) eR* | T1 —2r9 + 23— 314 =0, 271 + 2013 + 1y = 0}7
Hz = {x = (21,22, 23,24) € R? | 21 — 229 + 23 — 324 =0, 231 + x5 — 23+ bxg = 0}.

2 - Dopo avere ricordato la definizione di vettori linearmente indipendenti, verificare (mediante la definizione)
cheivettori a=(1,3,-3,0)T, u=(1,2,0,-3,)T e v=(0,-1,4,—-5)T sono linearmente indipendenti.
Trovare quindi le equazioni parametriche e cartesiane:
a) della retta affine passante per a e parallela ad u e della retta affine passante per u e v,
b) del piano affine passante per a e parallelo al piano generato da u e v e del piano affine passante per a,
uev,
c¢) dell'iperpiano H generato dai vettori a, u e v.

Indicare infine la retta ortogonale all’iperpiano H e I'iperpiano ortogonale alla retta generata da u.

3 - Date le matrici

-1 2 -1 2 0 -1
2 2 0 -2 -1 1

A= 4 =2 217 B= 0 -2 3]
-3 3 -2 -1 2 1

a) trovare il vettore somma delle prime due colonne di A, la combinazione lineare delle righe di B mediante
i coefficienti oy = 2, ag = 1/2, a3 = —3, a4 = —1 e il prodotto scalare della prima colonna di A con
l'ultima colonna di B,

b) trovare le matrici trasposte di A e B, la matrice somma A + B e le matrici prodotto ABT e AT B;

c) trovare la caratteristica delle matrici A, B, A+ B, ABT e BAT | indicando per ognuna di esse una base
dei sottospazi generati dall’insieme delle righe e dall’insieme delle colonne.

4 - Trovare il complemento ortogonale ai sottospazi generati dalle righe e dalle colonne di B, indicandone
la dimensione ed una base.

5 - Dire per quali valori del parametro k i sistemi lineari
T + X9 + ka3 =1 x1 + x9 — 223 + 224 + 5 =-1
—2x1 + xo — 3kxs =3 21 + a3+ 224+ (1 - ks =4
kx4 (k+3)xa +kzs =5 3x1 +xo+ (k—3)zg +3kxy =-3
x1 + 2x9 — x3 =k
2x1 + 4xo + (k — 2)x3 =0
72%1 — 21‘2 + (1 — k)$3 =3
/4}.131—|—2(/€+1)l‘2—l‘3 =3-k

sono incompatibili, determinati o indeterminati, indicando esplicitamente la caratteristica della matrice dei
coefficienti A e la caratteristica della matrice A dei coefficienti e termini noti del sistema.

Se il sistema ¢ compatibile, trovarne la o le soluzioni.

Trovare infine le soluzioni del sistema omogeneo associato a tali sistemi; se il sistema ammette soluzioni non
banali, indicare esplicitamente una base dell’insieme delle soluzioni.

1



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
I esonero di Algebra Lineare - 3 aprile 2007 - Traccia B
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1 - Dopo avere dato la definizione di sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale reale V', dire se sono
sottospazi vettoriali di R* gli insiemi

Hy = {x = (21,22,23,24) € R? | 3wy + 29 — 203 — x4 =0, x1 — 29 + 223 — by = 0},
Hy = {x = (21,22,23,24) € R? | 3x129 — 223 — 24 =0, 21 — 9 + 223 — 5y = 0},

H; = {x = (21,72,23,74) € R? | 3¢y + @9 — 223 — x4 =0, x1 —xo + 223 — bzy = —1}.

2 - Dopo avere ricordato la definizione di vettori linearmente indipendenti, verificare (mediante la definizione)
cheivettori a=(1,-3,0,2)7, u=(1,0,-3,3T e v=(0,-5,4,—1)T sono linearmente indipendenti.
Trovare quindi le equazioni parametriche e cartesiane:
a) della retta affine passante per a e parallela ad u e della retta affine passante per u e v,
b) del piano affine passante per a e parallelo al piano generato da u e v e del piano affine passante per a,
uev,
c¢) dell'iperpiano H generato dai vettori a, u e v.

Indicare infine la retta ortogonale all’iperpiano H e I'iperpiano ortogonale alla retta generata da u.

3 - Date le matrici

2 -1 0 -1 2 -1

0 3 -2 2 =2 4
A= -2 1 -1 B= 0 2 2]

1 -2 -1 2 =3 3

a) trovare il vettore somma delle prime due colonne di A, la combinazione lineare delle righe di B mediante
i coeflicienti a; = 2, ag = —1/2, ag = 3,4 = —1 e il prodotto scalare della seconda colonna di A con
la prima colonna di B,

b) trovare le matrici trasposte di A e B, la matrice somma A + B e le matrici prodotto ABT e AT B;

c) trovare la caratteristica delle matrici A, B, A+ B, ABT e BA”, indicando per ognuna di esse una base
dei sottospazi generati dall'insieme delle righe e dall’insieme delle colonne.

4 - Trovare il complemento ortogonale ai sottospazi generati dalle righe e dalle colonne di A, indicandone la
dimensione ed una base.

5 - Dire per quali valori del parametro k i sistemi lineari
T — X9 + ka3 =1 T1 — To + 223 — 224 + 25 =2
2x1 + 19 + 2kxs =0 2x1 + 2x3 + Q(k‘ — 5)1‘4 + 5x5 =
kx1+ (3 —k)xg +4z3 =2k —3z1 + 579 + (k — 8)as + k?z5 = —1
ry — 2 + 3z3 =k
21‘1 — 2.172 + (k? + 6):63 =0
—2x1 + 203 = -1

kx, + (2 — k)xg —8x3 =1,

sono incompatibili, determinati o indeterminati, indicando esplicitamente la caratteristica della matrice dei
coefficienti A e la caratteristica della matrice A dei coefficienti e termini noti del sistema.

Se il sistema & compatibile, trovarne la o le soluzioni.

Trovare infine le soluzioni del sistema omogeneo associato a tali sistemi; se il sistema ammette soluzioni non
banali, indicare esplicitamente una base dell’insieme delle soluzioni.



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
IT esonero di Algebra Lineare - 21 maggio 2007 - Traccia A
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1 - Dopo aver dato la definizione di trasformazione lineare tra due spazi vettoriali, dire se sono trasfor-
mazioni lineari da R3 in R? le funzioni che associano ad ogni vettore x = (21,22, 23) di R3 il vettore
y = (y1,92,3) € R? tale che

1 =x1+T2— T3 y1 =z + 222 — 13
Y2 = 2$1 + 4I2 — COS T3 Y2 =27 + 31’2 + I3, .
Ys = T1T273 Y3 =2x1+ T2 — T3

Se L é una trasformazione lineare verificare che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R™.
2 - Trovare il sottospazio U di R® generato dai vettori u; = (2,—1,0,—1,0)7 | uz = (3,-1,-2,2,0)T e
uz = (0,—2,—1,0,—-3)7, eil suo complemento ortogonale, U+, indicando di tali sottospazi la dimensione

ed una base.

3 - Date le matrici

3 -1 —4 3 7 —4 1 -3 2
A=-1 2 3], B=|-1 -2 4], c= 2 -2 1],
4 5 1 —2 -5 1 -3 5 -1

a) calcolare il determinante di A, di B e di C, alternando la regola di Sarrus, la regola di Laplace e
il metodo di Gauss-Jordan,

b) dire quindi se tali matrici sono invertibili e (in caso affermativo) calcolarne I'inversa con ’algoritmo
di Gauss Jordan e con il metodo della matrice aggiunta.

4 - Considerate le matrici A e B dell’esercizio precedente e il vettore b = (1,3,2)7, trovare la caratter-
istica di A, B, (4,b), (B,b), adoperando 'algoritmo degli orlati di Kronecker.

Di conseguenza, dire se i sistemi Ax=b e Bx=Db sono incompatibili, determinati o indeter-
minati; se il sistema é determinato trovare 'unica soluzione con il Teorema di Cramer, (alternando nel
calcolo dei determinanti la regola di Sarrus, la regola di Laplace e il metodo di Gauss-Jordan).

5 - Data la matrice
0 1 « 0

1 -1 0 2
-2 3 —a a—4
a l—a ao? 3a

(1) calcolare il determinante di M con lalgoritmo di Gauss Jordan e con la regola di Laplace,

(2) trovare (al variare del parametro «) la sua caratteristica, adoperando il metodo di Gauss Jordan
e il metodo degli orlati di Kronecker, nonché una base dei sottospazi U e V di R* generati
rispettivamente dalle righe e dalle colonne di M;

(3) trovare il complemento ortogonale ai sottospazi U e V', indicandone la dimensione ed una base;

(4) trovare (al variare del parametro «) il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare associata
ad M, indicando una base di tali sottospazi;

(5) dire se Lys é iniettiva, suriettiva o bigettiva.

6 - Si consideri il sistema lineare Ax =b dove A é la matrice formata dalle prime tre colonne della
matrice M del precedente esercizio e b é I'ultima colonna di M. Dire per quali valori del parametro « tale
sistema lineare é incompatibile, determinato o indeterminato, indicando esplicitamente la caratteristica
della matrice dei coefficienti A e la caratteristica della matrice M dei coefficienti e termini noti del sistema.
Se il sistema & compatibile, trovarne la o le soluzioni.
Trovare infine il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare associata ad A, indicandone esplicita-
mente la dimensione ed una base.

1



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
IT esonero di Algebra Lineare - 21 maggio 2007 - Traccia B

sk ok sk sk ok sk skosk sk skosk sksk sk

1 - Dopo aver dato la definizione di trasformazione lineare tra due spazi vettoriali, dire se sono trasfor-
mazioni lineari da R3 in R? le funzioni che associano ad ogni vettore x = (21,22, 23) di R3 il vettore
y = (y1,92,3) € R? tale che

Y1 =1 +To— 3 11 =1+ sin(xs — x3)
Yo =21 +4x9 — T3 Y2 =1+ 3T2 + T3,
Ys =1+ 22 — 3 Y3 = T1x2 — T3

Se L é una trasformazione lineare verificare che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R"™.
2 - Trovare il sottospazio U di R® generato dai vettori u; = (—2,1,0,0,—1)T jupy = (=3,2,-1,0,2)T e
uz = (0,2,-1,3,0)7, e il suo complemento ortogonale, U~, indicando di tali sottospazi la dimensione ed

una base.

3 - Date le matrici

2 7 —4 2 -3 —4 1 2 -3
A=|-1 5 -3|, B=[-1 4 -1|, c=| 2 -2 4],
4 2 -1 -3 7 3 -3 -4 7

a) calcolare il determinante di A, di B e di C, alternando la regola di Sarrus, la regola di Laplace e
il metodo di Gauss-Jordan,

b) dire quindi se tali matrici sono invertibili e (in caso affermativo) calcolarne I'inversa con ’algoritmo
di Gauss Jordan e con il metodo della matrice aggiunta.

4 - Considerate le matrici A e B dell’esercizio precedente e il vettore b = (1,3,2)7, trovare la caratter-
istica di A, B, (4,b), (B,b), adoperando 'algoritmo degli orlati di Kronecker.

Di conseguenza, dire se i sistemi Ax=b e Bx=Db sono incompatibili, determinati o indeter-
minati; se il sistema é determinato trovare 'unica soluzione con il Teorema di Cramer, (alternando nel
calcolo dei determinanti la regola di Sarrus, la regola di Laplace e il metodo di Gauss-Jordan).

5 - Data la matrice
0 1 - 0

1 3 0 -2
M= -3 —4 20 a+6
a 2o 4da —

(1) calcolare il determinante di M con lalgoritmo di Gauss Jordan e con la regola di Laplace,

(2) trovare (al variare del parametro «) la sua caratteristica, adoperando il metodo di Gauss Jordan
e il metodo degli orlati di Kronecker, nonché una base dei sottospazi U e V di R* generati
rispettivamente dalle righe e dalle colonne di M;

(3) trovare il complemento ortogonale ai sottospazi U e V', indicandone la dimensione ed una base;

(4) trovare (al variare del parametro «) il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare associata
ad M, indicando una base di tali sottospazi;

(5) dire se Lps é iniettiva, suriettiva o bigettiva.

6 - Si consideri il sistema lineare Ax =b dove A é la matrice formata dalle prime tre colonne della
matrice M del precedente esercizio e b é I'ultima colonna di M. Dire per quali valori del parametro « tale
sistema lineare é incompatibile, determinato o indeterminato, indicando esplicitamente la caratteristica
della matrice dei coefficienti A e la caratteristica della matrice M dei coefficienti e termini noti del sistema.
Se il sistema & compatibile, trovarne la o le soluzioni.

Trovare infine il nucleo e I'immagine della trasformazione lineare associata ad A, indicandone esplicita-
mente la dimensione ed una base.



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
III esonero di Algebra Lineare - 6 giugno 2007 - Traccia A
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n. 1 - Trovare gli autovalori, gli autovettori e gli autospazi delle matrici

2 0 1 2 1 0 -3 2 0
2 1 2|, 2 3 0], —6 4 0
—4 5 3 -1 -2 1 —2 1 1

Dire quindi se tali matrici sono diagonalizzabili e indicare una matrice che le diagonalizza.

2 - Trovare gli autovalori e gli autospazi delle matrici

A=[1 -1 1], B=
0 1 o 10 0 -1
2 0 -1 1

Verificare che A e B sono diagonalizzabili e che gli autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono
a due a due ortogonali; trovare quindi una base ortonormale di autovettori.

Scrivere la forma quadratica associata a tali matrici e (per almeno una di esse) trovarne la forma canonica.
Studiare infine il segno di tale forma quadratica utilizzando il criterio del segno degli autovalori e il criterio
di Sylvester.

n. 3 - Date le matrici quadrate simmetriche

2 2 1 2 —2 1 a—1 0 2
A=[-2 4 =2 B=|-2 4 -2/, c=( 0o a 0 |,
1 -2 0 1 -2 3 2 0 a+2

a) studiare il segno della forma quadratica associata alle matrici A e B con il criterio dei segni del
polinomio caratteristico ,

b) studiare (al variare del parametro a) il segno della forma quadratica associata alla matrice C' con
il criterio di Sylvester.

n. 4 - Con il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt, costruire una base ortonormale
dello spazio R* a partire dai vettori

u, = (1,2,0,-2)7, u, = (1,3,1,-1)7, uz = (2,0,2,1)7, uy = (1,2,0,1)7.

n. 5 - Data la matrice

1 -2 -k
A= -2 5 3],
k2% 1

dire per quale valore del parametro k il sistema Ax = b con b = (1, -2, —1)T é compatibile o incompat-
ibile; se il sistema é compatibile, trovare la o le soluzioni.

Trovare poi il nucleo e I'immagine della trasformazione lineare L4 associata a tale matrice, gli spazi U e
V' generati dalle righe e dalle colonne di A e i loro complementi ortogonali.

Dire quindi per quale valore del parametro k la trasformazione L 4 € iniettiva, suriettiva o bigettiva.



CORSO DI LAUREA IN SCIENZE STATISTICHE ED ECONOMICHE
IIT esonero di Algebra Lineare - 6 giugno 2007 - Traccia B
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n. 1 - Trovare gli autovalori, gli autovettori e gli autospazi delle matrici

0 1 1 11 0 -5 2 0
2 3 2 |, 2.0 0 |, -6 2 0
10 -8 -3 1 2 -1 2 1 -1

Dire quindi se tali matrici sono diagonalizzabili e indicare una matrice che le diagonalizza.

2 - Trovare gli autovalori e gli autospazi delle matrici

220 050

A=|-2 3 -2, B=
0 o 4 1 0 0 1
2 0 -1 1

Verificare che A e B sono diagonalizzabili e che gli autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono
a due a due ortogonali; trovare quindi una base ortonormale di autovettori.

Scrivere la forma quadratica associata a tali matrici e (per almeno una di esse) trovarne la forma canonica.
Studiare infine il segno di tale forma quadratica utilizzando il criterio del segno degli autovalori e il criterio
di Sylvester.

n. 3 - Date le matrici quadrate simmetriche

-1 2 3 -1 2 1 a 0 2
A= 2 -5 1 B=|2 -5 -1/, c=(0 a+1 0 |,
3 1 0 1 -1 -3 2 0 a+3

a) studiare il segno della forma quadratica associata alle matrici A e B con il criterio dei segni del
polinomio caratteristico ,

b) studiare (al variare del parametro a) il segno della forma quadratica associata alla matrice C' con
il criterio di Sylvester.

n. 4 - Con il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt, costruire una base ortonormale
dello spazio R* a partire dai vettori

u; = (2,0,1,-2)7, up = (—4,4,-1,0)7, uz = (0,-2,1,-4)7, u = (1,2, -4 - 17T,

n. 5 - Data la matrice

1 1 k
A= 2 4 1+ 2k
E k+2 k+1

dire per quale valore del parametro k il sistema Ax = b con b = (—1,—1,1)T é compatibile o incompat-
ibile; se il sistema é compatibile, trovare la o le soluzioni.

Trovare poi il nucleo e I'immagine della trasformazione lineare L4 associata a tale matrice, gli spazi U e
V' generati dalle righe e dalle colonne di A e i loro complementi ortogonali.



Corso di laurea in Scienze Statistiche ed Economiche

Prova scritta di ALGEBRA LINEARE - 7 febbraio 2007
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n. 1 - Verificare in base alla definizione che 'applicazione L : R? — R?Z, tale che

L(zy,x9,23) = (x1 — 229 + 3,221 + x2)  per ogni (x1,x2,23) € R3,

¢ un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R® ed R? e che I'insieme

V ={(z1,22,23) € R3| x1 —2x9+23=0, 2z + 29 =0}

é un sottospazio vettoriale di R?.

Trovare poi la dimensione ed una base di V , il complemento ortogonale V- di V' ed una sua base ortogonale.

Verificare che 1'unione delle basi di V e V1 testé trovate é una base ortogonale di R?.

n. 2-

T o

[aFi¥e}

— — —

Data la matrice

1 -1 0 1
-1 2 =2 0

A= 0 -2 4 h |’
2 1 0 -3

calcolare il determinante di A,

dire per quale valore del parametro h le righe di A sono linearmente dipendenti o indipendenti,
trovare il rango di A al variare del parametro h,

trovare il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare L4 associata ad A, indicando di tali
sottospazi la dimensione ed una base;

trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all’immagine di L4, indicando anche di tali sot-
tospazi la dimensione ed una base.

dire per quale valore del parametro h il sistema lineare nonomogeneo Az = y, cony = (1,—1,0,1,1),
é determinato, indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema.

Date le matrici

-1 2 2 0 1 2
A=| 2 -1 -2 e B=|-2 2 o],
-2 2 3 1 0 2

trovare la matrice trasposta di A, la matrice 2- A — B e la matrice prodotto A - B;

dire se A é invertibile e trovarne I’(eventuale) matrice inversa A™!;

trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,

dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di
autovettori.

n. 4 - Usando alternativamente il criterio del segno degli autovalori e il criterio di Sylvester, studiare il
segno della forma quadratica associata alle matrici quadrate simmetriche

-3 -2 -1 -3 -2 -1
A=[-2 -1 o0 e B=[|-2 -2 0
-1 0 -1 -1 0 -2
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1 - Dopo avere richiamato le definizioni di trasformazione lineare tra spazi vettoriali e di sottospazio di
uno spazio vettoriale, verificare in base atali definizioni,

(1) che Papplicazione L : R? — R2, che associa ad ogni vettore x = (z1,z2,73)T € R3 il vettore

o o $1—2$2—$3 2
L(X)_y_ <2$1+$2—3$3> ER

¢é un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R® ed R?,
(2) che il nucleo di L, cioé I'insieme

V ={x = (21,22, 23) GR?’] r1 —2w9 —x3 =0, 2z + 29— 323 =0}

é un sottospazio vettoriale di R3.

2 - Dati i vettori u; = (1,2,0,0,—2)7 , us = (1,0,0,0,2)7 e u3 = (1,4,2,—-1,0)7,
a) dire se tali vettori sono linearmente dipendenti o indipendenti;
b) trovare la dimensione ed una base del sottospazio U di R® generato da tali vettori e del suo
complemento ortogonale U+;
¢) con il procedimento di Gram Schmidt, ricavare una base ortonormale di U e di U*.

3 - Data la matrice A avente per righe i vettori (1,1,h) , (—1,—1,—2) e (h,0,4), eil vettore b = (-1, 1,2)7,

a) trovare, al variare del parametro h, la caratteristica delle matrici A e A= (A,b) ;

b) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare non omogeneco Ax =b ¢ determinato,
indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;

¢) trovare il complemento ortogonale allo spazio U generato dalle righe di A , precisando la dimensione
di U e di U™ ed indicando una base di tali sottospazi;

d) trovare il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare L4 associata ad A, e il complemento
ortogonale a tali sottospazi di R3, indicandone esplicitamente la dimensione ed una base.

4 - Date le metrici

1 2 0 0 1 1
A= 2 0 1 e B=| -2 2 21,
1 -2 2 -1 1 2

a) trovare la matrice trasposta di A, la matrice A — 2 - B e la matrice prodotto B - A;

b) dire se B é invertibile e trovarne 1’(eventuale) matrice inversa B~1;

¢) trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,

d) dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di
autovettori.

5 - Con il criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico e con il criterio di Sylvester studiare
il segno della forma quadratica associata alla matrice quadrata simmetrica

3 -2 1
A= -2 2 =21, pera=2 a=3, a=4.
1 -2 a
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Prova scritta di ALGEBRA LINEARE - 18 luglio 2007
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1 - Dopo avere richiamato le definizioni di trasformazione lineare tra spazi vettoriali, di nucleo di una
trasformazione lineare e di sottospazio di uno spazio vettoriale, verificare in base a tali definizioni,

(1) che Papplicazione L : R* — R?2, che associa ad ogni vettore x = (1,22, 23,74)7 € R? il vettore

o T1 — 229 + T3 — T4 2
Lix)=y = <2$1 —x2—3x3—|—x4> €R
¢ un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R® ed R?,
(2) che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R?.

2 - Datii vettori u; = (1,1,-1,2,-3)T | us = (-2,1,2,2,-3)T e ug = (3,1,-3,2,-3)T,
a) dire se tali vettori sono linearmente dipendenti o indipendenti;
b) trovare la dimensione ed una base del sottospazio U di R® generato da tali vettori e del suo
complemento ortogonale U+;
c) con il procedimento di Gram Schmidt, ricavare una base ortonormale di U e di U+.
d) verificare che 'unione delle basi di U e U~ testé trovate é una base ortonormale di R?

3 - Data la matrice A avente per righe i vettori (1,1,1) , (1,—2,-5), (5,3,h) , (-1,0,1) e il vettore
b= (1,-5,1,h*)7T,
a) trovare, al variare del parametro h, la caratteristica delle matrici A e A= (A,b);
b) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare non omogeneo Ax =b ¢é determinato,
indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;
¢) trovare il complemento ortogonale allo spazio U generato dalle righe di A , precisando la dimensione
di U e di U ed indicando una base di tali sottospazi;
d) trovare il nucleo e I'immagine della trasformazione lineare L4 associata ad A, e il complemento
ortogonale a tali sottospazi di R3, indicandone esplicitamente la dimensione ed una base.

4 - Date le matrici

3 2 -2 01 -3
A=|-2 -1 2|, e B=|10 3|,
2 2 -1 11 1

a) trovare la matrice trasposta di A, la matrice 2 - A — B e la matrice prodotto A - B;
) dire se B é invertibile e trovarne 1’(eventuale) matrice inversa B~!;
) trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,
) dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di
autovettori.

b
¢
d

5 - Con il criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico e con il criterio di Sylvester studiare
il segno della forma quadratica associata alla matrice quadrata simmetrica

—2 2 -1
A= 2 —4 1], pera=-2,a=-1,a=0.
—1 1 a
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1 - Dopo avere richiamato le definizioni di trasformazione lineare tra spazi vettoriali, di nucleo di una
trasformazione lineare e di sottospazio di uno spazio vettoriale, verificare in base a tali definizioni,

(1) che I'applicazione L : R* — R2, che associa ad ogni vettore x = (1, z2, x3,74)7 € R? il vettore

o o I1—1‘2+2I3 2
L(X)iyi (2$1+$23$4> €R

é un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R® ed R?,
(2) che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R*.

2 - Dati i vettori u; = (1,1,0,1, )T j ups = (2,1,-2,0,3)7 e uzg = (3,2, -2,1,4)7,
a) dire se tali vettori sono linearmente dipendenti o indipendenti;
b) trovare la dimensione ed una base del sottospazio U di R® generato da tali vettori e del suo

complemento ortogonale U+;
¢) con il procedimento di Gram Schmidt, ricavare una base ortonormale di U e di U-~.
d) verificare che I'unione delle basi di U e UL testé trovate é una base ortonormale di R?

3 - Data la matrice

1 1 -2 1
2 3 -3 . 1

A= 1 1—h 0 e il vettore b= e
3 2 -7 h?

a) trovare, al variare del parametro h, la caratteristica delle matrici A e A= (A,b) ;

b) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare non omogeneo Ax =Db é determinato,
indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;

¢) trovare il complemento ortogonale allo spazio U generato dalle righe di A , precisando la dimensione
di U e di U* ed indicando una base di tali sottospazi;

d) trovare il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare L4 associata ad A, e il complemento
ortogonale a tali sottospazi di R3, indicandone esplicitamente la dimensione ed una base.

4 - Date le matrici

0o 1 1 -1 -2 2
A= 2 1 -1}, e B=| 2 3 —2],
1 -1 0 2 2 -1

a) trovare la matrice trasposta di A, la matrice A — (1/2) - B e la matrice prodotto A - B;
b) dire se B ¢ invertibile e trovarne 1’(eventuale) matrice inversa B~1;

c¢) trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,

d) dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di

autovettori.

5 - Con il criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico e con il criterio di Sylvester studiare
il segno della forma quadratica associata alla matrice quadrata simmetrica

1 1 -1
A= 1 a —2 pera=0,a=1,a=2,a=3.
-1 -2 2
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1 - Dopo avere richiamato le definizioni di sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale e di trasformazione
lineare tra spazi vettoriali, dire per quali valori del parametro h l'insieme

H={(v,y,2) eR* |2z +y—hz=1—h}

é un sottospazio vettoriale di R? e per quali valori del parametro h I'applicazione L : R* — R?, che associa
ad ogni vettore x = (z1, 72, 23)T € R? il vettore

o 221 + hx3 — 13 9
Lix)=y = <x1+:c2+(h—1)x3 €R

é un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R® ed R2.

2 - Data la matrice

1 -1
0 1
-1 0
-3 1

A=

[T R Y

-1 2
(1] e il vettore b = 8 ,
3 2
a) trovare la caratteristica delle matrici A e A = (A,b) ;
b) dire se il sistema lineare non omogeneo Ax =b  é determinato, indeterminato o incompatibile,
e trovare le eventuali soluzioni del sistema;
¢) trovare il complemento ortogonale allo spazio U generato dalle righe di A , precisando la dimensione
di U e di Ut ed indicando una base di tali sottospazi;
d) con il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt trovare una base ortogonale del sot-
tospazio U generato dalle righe di A;
e) trovare il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare L4 associata ad A, e il complemento
ortogonale a tali sottospazi di R?, indicandone esplicitamente la dimensione ed una base.

f) trovare gli autovalori di A e i relativi autospazi;
g) dire quindi se A é diagonalizzabile e (in caso affermativo) trovare una matrice che la diagonalizza.

3 - Date le matrici

—1 -2 2 1 1 0
A= 2 3 -2, e B=| 3 0 1
2 2 -1 -3 1 0

a) trovare la matrice trasposta di A, la matrice 2 - A — B e la matrice prodotto A - B;

b) dire se B é invertibile e trovarne I’(eventuale) matrice inversa B~!;

c¢) trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,

d) dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di
autovettori.

5 - Con il criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico e con il criterio di Sylvester studiare
il segno della forma quadratica associata alla matrice quadrata simmetrica

3 2 -1
A= 2 2 01, pera=0,a=2, a=4.
-1 0 a
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1 - Dopo avere richiamato le definizioni di trasformazione lineare tra spazi vettoriali, di nucleo
di una trasformazione lineare e di sottospazio di uno spazio vettoriale, verificare in base a tali
definizioni,

(1) che l’applicazione L : R* — R?, che associa ad ogni vettore x = ($17$2,x3,$4)T € R? il

vettore
o T — 209 + 3 — T4 2
L(X)_y_ (2@‘1—$2—3$3+l‘4> €R

é un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali R? ed R?,
(2) che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R*.

Svolgimento.
Dicesi trasformazione lineare tra due spazi vettoriali V e V' una funzione L : V — V' tale che
a) per ogni u,v € V risulta L(u+ v) = L(u) + L(v),
b) per ogni @ € R e per ogni u € V risulta L(au) = aL(u) .
Dicesi nucleo della trasformazione lineare L : V' — V' l'insieme ker(L) = {u € V|L(u) = 0'}.
Dicesi sottospazio dello spazio vettoriale V' un insieme non vuoto H C V tale che

c) per ogni u,v € H risultau+v € H,
d) per ogni & € R e per ogni u € H risulta au € H.

Nel nostro caso, fissati arbitrariamente u = (uy, u2,us, us)” e v = (v1,v9,v3,v4)7 in R?, si ha:

o u1r —2u2 +uz —uy [ v1—2vs +v3 — 1y
L(u) = <2u1—u2—3u3+U4>’ Liv) = <2v1—vg—3v3+v4)’

uy + v
Uy + Vg ug +v1 — 2(ug + v2) + (us + vs) — (ug + vs4)
= L =
utv us + vz |’ (u+v) (2(u1 +v1 — (ug +v2) — 3(ug + v3) + (ug + vq)
Ug + Vg

e quindi

Uy — 2Ug + U3z — Uy v —2v2 +v3 —vg \
2u1 — Uy — 3us + uy 201 — V9 —3ug +v4 )

L +20v) = (

Uy + v1 — 2us — 2v9 +uz + vz — Uy — Vg
= = :
(211,1+21)1U21)23U331)3+U4+’U4 (u+v);

questo prova che é soddisfatta la a).
D’altra parte é soddisfatta la b), poiché per ogni o € R e per ogni u = (u1, u, usz,us)?” € R?* si ha:

aul
au auy — 20 + auz — au up — 2ug +uz —u
au = 2, L(au) = ! 2 3 ) =a ! 2T ) — g L(u).
ausg 20u; — aus — 3auz + auy 2u1 — ug — 3ug + uy
Uy

Pertanto sono soddisfatte la a) e la b), e quindi L é una trasformazione lineare tra R* ed R2.

Il nucleo di L non é altro che I'insieme H delle soluzioni del sistema lineare omogeneo

{$1—2$2+l‘3—$4=0
21’1—1’2—31’3+1’4:0
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Vogliamo provare che H soddisfa le proprietd c) e d).

Infatti, fissati arbitrariamente u = (uy,u2, uz, us)? e v = (v1,v9,v3,v4)7 in H si ha che

{U1_2U2+U3_U4ZO {01—2112—1—1}3—1)4:0

2u1 —us — 3ug +ug =0 201 —vg —3ug +v4 =0

e quindi si ha:

(ur +v1) — 2(ug +v2) + (ug +v3) — (ug +v4) = (u1 — 2u2 +ug —ug) + (v1 — 2V +v3 —v4) =04+ 0 =0,
2(U1—|—’01)—(UQ+U2)—3(U3+U3)+(U4+U4)=(2U1—UQ—3U3+U4)+(2’01—1}2—3U3+’U4)=O+0=0.

Questo prova che u+ v € H, come vuole la c).

Infine é soddisfatta la d), poiché per ogni u € H si ha

{U12UQ+U3U4O

2u1 —ug — 3ug +ug =0
e quindi per ogni o € R si ha

{aul—2auz+au3—aU4=a(u1—2uQ+u3—u4):a-O:O

20y — 20 + aug — g = (2uy — up — 3uz +uy) =a-0=0"

il che dimostra che au € H.

2 - Dati i vettori u; = (1,1,-1,2,-3)T , uy = (-2,1,2,2,-3)T e uz = (3,1,-3,2, -3)7,
a) dire se tali vettori sono linearmente dipendenti o indipendenti;
b) trovare la dimensione ed una base del sottospazio U di R® generato da tali vettori e del
suo complemento ortogonale U+;
c¢) con il procedimento di Gram Schmidt, ricavare una base ortonormale di U e di U*.
d) verificare che 'unione delle basi di U e U' testé trovate é una base ortonormale di R®

Svolgimento.

Con due successivi passi di pivot parziali la matrice A avente per righe i vettori uy, us, us viene trasformata
nelle matrici

1 1 -1 2 -3 1 1 -1 2 =3 11
-2 1 2 2 =3 0 3 0 6 -9 03 0 6 -9
3 1 -3 2 -3 0 -2 0 -4 6 0 0 0 0 O

Ne segue che le tre righe di A, (cioé i vettori uj, ug, uz ), sono linearmente dipendenti, ma le prime due righe
di A sono linearmente indipendenti. Pertanto lo spazio U generato dalle righe di A ha dimensione 2; una sua
base é formata dalle prime due righe, cioé dai vettori {u;,us}.

Per quanto riguarda il complemento ortogonale U+ ad U, esso coincide con I'insieme delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo Ax = 0. Per risolvere tale sistema basta eseguire 1’algoritmo di Gauss Jordan completo sulla
matrice (A, 0); con due successivi passi di pivot completi tale matrice viene trasformata nella matrice (A4’,0)
con

1 0 -1 0 O
A=f01 0 2 -3
00 0 0 O

1l sistema Ax = 0 é quindi equivalente al sistema

{ 1 = X3
Ty = —2$4+3(IJ5;



le sue soluzioni sono tutti e soli i vettori del tipo

T Qi 1 0 0
X2 —2a5 + 3ag 0 -2 3
x=|x3 | = aq =1 | 1| +a O|l+4+a3| 0 con a1, a9, a3 € R arbitrari .
Ty (e %) 0 1 0
T5 asg 0 0 1

Pertanto U~ é il sottospazio di dimensione 3 generato dai vettori
wi = (1,0,1,0,0), wa = (0,-2,0,1,0)", w3 = (0,3,0,0,1)7,

che costituiscono una sua base.

Una base ortonormale di U e di U+ viene ricavata dalle rispettive basi {u;,us} e {w;, wo, w3} con I'algoritmo
di Gram Schmidt: si pone infatti

Vi =u; = (17 ]-7 _]-7 27 _3)T7
1
(alv) oy 10— (Co18,3/8,21/8,6/8, ~9/8)" = (3/8)- (~7,1,7,2, ~3)"
(V1|V1) 16
V1= (1/[|val]) - vi = (1/4) - (1,1,-1,2,-3)7,

Vo = (1/||V2||> "V2 = (1/4\/?) (=7,1,7,2, _3)T'

Vo = U2 —

Analogamente si pone:

z, = w1 = (1,0,1,0,0)7,

(waz1) 0 T
Wo — wy — —7z] = wy = (0,—2,0,1,0
Zy 2 (Zl‘Z1) Al 2 2Z1 2 ( ) s Us by ) ’
(w3lz1) (w3|z2) 0 6 T
Wa — — w — 7z + — = 1
Z3 3 (Z1\Z1) Z <Z2|Z2) Z2 3 9 Z 5 Z2 (073/57076/57 ) ;

21 = (1/||z]]) - 21 = (1/v2) - (1,0,1,0,0)",
22 = (1/||z2]]) - 22 = (1/V5) - (0,-2,0,1,0)",
23 = (1/||z3]]) - 25 = (1/V/70) - (0,3,0,6,5)".

Ebbene {¥1,V2} é una base ortonormale di U e {1, 22,23} é una base ortonormale di U*. Inoltre i vettori
V1, Va, Z1, Z2, Z3 sono evidentemente dei vettori di norma unitaria a due a due ortogonali; pertanto essi formano
una base ortonormale di R?.
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3 - Data la matrice A avente per righe i vettori (1,1,1) , (1,—2,-5), (5,3,h) , (-1,0,1) e il vettore
b= (1a _57 17 hZ)T’

trovare, al variare del parametro h, la caratteristica delle matrici A e A= (A,b) 3

dire per quale valore del parametro / il sistema lineare non omogeneo Ax=Db ¢ de-
terminato, indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;
trovare il complemento ortogonale allo spazio U generato dalle righe di A , precisando la
dimensione di U e di U' ed indicando una base di tali sottospazi;

trovare il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare L, associata ad A, e il com-
plemento ortogonale a tali sottospazi di R?, indicandone esplicitamente la dimensione ed
una base.

Svolgimento.

Con due successivi passi di pivot la matrice (A, b) viene trasformata come segue

Ne segue che

1 1 1| 1 111 |1 10 -1 | -1
1 -2 -5 | -5 0 -3 -6 | -6 01 2 | 2
5 3 h| 1 0 -2 h—5 | -4 00 hm1 | 0
1 0 1 | R 0 1 2 | h+1 00 0 | h-1
3 Bl 4 se h# 41,
se ,
car(A) = car(A,b) =< 3 seh=-1,
2 seh=1,
2 seh=1.

Pertanto si ha che:

a)

b)

se h # =£1, allora si ha car(4) = 3 # 4 = car(A,b), e quindi il sistema lineare non omogeneo é
incompatibile. (In effetti I'ultima equazione sarebbe 0xq + Oxg + 0z3 = h? — 1 # 0, e quindi sarebbe
incompatibile).

Se h = —1, allora risulta car(A) = car(A,b) = 3 = n, e quindi il sistema é determinato. In effetti esso
é equivalente al sistema

xrp — T3 = _17
To + 2x3 = 2,
72%3 = 0,

0x1 4+ 029 + 0x3 =0,

che ha l'unica soluzione x = (—1,2,0)7.
Se h =1, allora risulta car(A) = car(A,b) = 2 < n, e quindi il sistema é indeterminato. In effetti esso
é equivalente al sistema

1 —x3 =—1,

i) =+ 2.’£3 = 2,

0z1 4 Oxg + 0z3 = 0,

0x1 4+ 022 + 0x3 =0,

che ha le infinite soluzioni

x=(-14+00,2-20,0)" =(~1,2,00" +a(1,-2,1)7, con « arbitrario numero reale .

La dimensione dello spazio U generato dalle righe di A é (per definizione) la caratteristica di A; pertanto, si

ha:

3 seh#l1,

dim(U) = car(A) = { 2 seh=1.

Una base di U é data dalle prime tre o dalle prime due righe di A a seconda che risulti h #1 o0 h = 1.
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Per quanto riguarda il complemento ortogonale UL di U, osserviamo che U+ coincide con 'insieme delle
soluzioni del sistema lineare omogeneo Ax = 0, o equivalentemente del sistema lineare omogeneo

1 —x3 =0,

o + 223 =0,

0x1 + 0z2 + (h — 1)z3 =0,
0x1 + Oxo + Ox3 = 0.

Tale sistema ha solo la soluzione banale se risulta h # 1, mentre, nel caso h = 1, ha le infinite soluzioni

x = (a, 20, 0)" = - (1,-2,1)7T, (con « numero reale arbitrario).

Pertanto U~ é lo spazio nullo {0} oppure la retta generata dal vettore (1,—2,1)7 a seconda che sia h # 1
oppure h = 1; in ogni caso si ha dim(U+) = 3 — dim(U), dal momento che

0=3-3=3-dim(U) seh#1,

dim(UL)z{ .
1=3-2=3—-dim(U) seh=1.

Il nucleo di L4 coincide con l'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo Ax = 0, e quindi con il
sottospazio U+ appena trovato. Il suo complemento ortogonale é quindi U; di conseguenza, se h # 1, allora
risulta U = {0}* = R?, mentre nel caso h = 1 si ha che U é Iiperpiano ortogonale alla retta generata dal
vettore (1,—2,1)7, cioé I'iperpiano di equazione x1 — 2x5 + 23 = 0.

Infine I'immagine di L4 coincide con lo spazio V' generato dalle colonne di A, e quindi la sua dimensione
coincide con la caratteristica di A. Si ha dunque

dim(Im(La)) = car(A) = { 3 seh#l

2 seh=1,

Una base di Im(L ) é data dalle prime tre o dalle prime due colonne di A a seconda che risulti h # 1 0 h = 1.

Il complemento ortogonale ad Im(L4) = V coincide con il complemento ortogonale allo spazio generato dalle
righe della trasposta A7 di A, cioé con I'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo ATy = 0, cioé

Y Y2 Ys Ya |

1 1 5 -1 | 0

1 -2 3 0 | o0
1 =5 h 1 | 0

Con due successivi passi di pivot tale sistema viene trasformato nei sistemi equivalenti:

Y1 Y2 Y3 Y4 | Y1 Y2 Y3 Ya |

1 1 5 -1 | 0 1 0 13/3 72/3 | 0.
0 -3 -2 1 | 0 0 1 2/3 —1/3 | 0
0 -6 h-5 2 | 0 0 0 h-1 0 | 0

Ebbene, se h #£ 1 | le soluzioni di tale sistema sono tutti e soli i vettori della forma
y = (20, ,0,30)T = a(2,1,0,3)T con a numero reale arbitrario;

pertanto V+ é é la retta generata dal vettore (2,1,0,3)T, e quindi I'immagine di L4 é l'iperpiano ortogonale
a tale retta, cioé I'iperpiano di equazione 2y; + y» + 3y4 = 0.

Invece, nel caso h = 1, allora le soluzioni del sistema ATy = 0 sono tutti e soli i vettori del tipo

—(13/3)a1 + (2/3)az —-13/3 2/3
—(2/3)011(14- (1/3)e = _21/3 + as - 1(/)3 con o, numeri reali arbitrari .
1

(%) 0 1
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Dunque V= ¢é lo spazio di dimensione 2 generato dai vettori p; = (13,2, -3,0)T e po = (2,1,0,3)7; una base
di V+ é formata dai vettori py, p2; lo spazio immagimne di L 4 é il complemento ortogonale a tale sottospazio,
e quindi l'intersezione degli iperpiani di equazione 13y; + 2y2 — 3ys = 0 € 2y1 + y2 + 3y4 = 0.

Si noti che in ogni caso risulta dim V+ = 4 — dim(V); risulta infatti:

1=4-3=4—dim(V) seh#1,

dimVJ‘:{ . .
2=4-2=4—-dim(V) seh=1,

4 - Date le matrici

3 2 =2 0 1 -3
A= -2 -1 21, e B=11 0 3 |,
2 2 -1 11 1

a) trovare la matrice trasposta di A, la matrice 2- A — B e la matrice prodotto A - B;

b) dire se B é invertibile e trovarne I’(eventuale) matrice inversa B~!;

¢) trovare gli autovalori e i corrispondenti autospazi di A e di B,

d) dire se tali matrici sono diagonalizzabili e (in caso affermativo) trovare una base di R?

formata di autovettori.

Svolgimento.
Risulta:
3 -2 2 6 3 —1 0 1 -5
AT = 2 -1 2, 2.A-B=|-5 -2 1], A-B= 1 0 5
-2 2 -1 3 3 -3 1 1 -1

Per vedere se B é invertibile e per trovare la sua eventuale inversa, applichiamo 'algoritmo di Gauss Jordan
alla matrice (B, T); con uno scambio di riga e tre successivi passi di pivot si ottengono via via le matrici:

01 -3 ] 100 10 3 | 010 10 3 |0 1 0
10 3 | 010 01 -3 ] 100 01 -3 ] 1 0 0
11 1 |00 1 11 1 |00 1 01 -2 ] 0 -1 1

10 3 | 0 1 0 100 3 4 -3

01 -3 ] 1 0 0 010 ] -2 -3 3

00 1 | -1 -1 1 001 | -1 -1 1

Questo dimostra che B ¢é invertibile e che la sua inversa é la matrice

3 4 -3
B't'=[-2 -3 3
-1 -1 1

Per trovare gli autovalori di A dobbiamo risolvere ’equazione det(A — AI') = 0; ebbene risulta:
3—-A 2 -2
det(A — M) = det -2 —1-2A 2 = = N4 A -1=-A=-1*N+1)
2 2 —1-A

Gli autovalori di A sono quindi A; = —1 (autovalore semplice) e Ay = 1, (autovalore doppio).
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L’autospazio di A corrispondente all’autovalore A\; = —1 é ottenuto risolvendo il sistema lineare omogeneo
(A—X\I)x =0, cioé

T w2 xy | T w2 w3 | r1 w2 w3 |

4 2 =2 | 0 -2 0 2 | 0 1 -1 | 0

-2 0 2 | 0 0 2 2 | 0 0 1 1 | 0

2 2 0 | 0 0 2 2 | 0 0 | 0
L’autospazio relativo all’autovalore \; = —1 é quindi la retta generata dal vettore (1,—1,1)7.

L’autospazio di A corrispondente all’autovalore doppio A2 = 1 é ottenuto risolvendo il sistema lineare omogeneo
(A—1T)x =0, cioé

T T2 X3 ‘ 1 T2 T3 |

2 2 -2 | 0 1 1 -1 | 0.
2 -2 2 | 0 0o 0 0 | o0

2 2 2 | o0 o 0 0 | o0

Esso ¢ quindi liperpiano in R3 di equazione x; 4+ x5 — 23 = 0, cioé il sottospazio di dimensione 2 = 3 — 1
generato dai vettori (—1,1,0)7 e (1,0,1)7. Pertanto la molteplicitd geometrica di Ay = 1 é uguale a 2, e quindi
anche Ao é un autovalore regolare.

Ne segue che A é una matrice diagonalizzabile, poiché la somma delle molteplicitda geometriche dei suoi auto-
valori é uguale a my(A1) +my(A2) = 142 = 3 = n; una base di R? formata di autovettori di 4 é data dai tre
autovettori di A testé trovati: u; = (1,—1,1)T,upy = (=1,1,0)7,uz = (1,0,1)7.

Una matrice che diagonalizza A é la matrice C avente per colonne i tre autovettori uy, us, us: in effetti posto

1 -1 1 A 0 0 -1 0 0
CcC=| -1 1 0], A= 0 X 0 |= 01 0],
1 0 1 0 0 X 0 0 1
risulta:

3 2 =2 1 -1 1 -1 -1 1
A-C=1| -2 -1 2 -1 1 0| = 1 1 0
2 2 -1 1 0 1 -1 0 1
1 -1 1 -1 0 0 -1 -1 1
C-A=| -1 1 0] - 0 1 0] = 1 1 0
1 0 1 0 0 1 -1 0 1

Si ha dunque A-C = CA e quindi  C~'AC = A.

Analogamente, per trovare gli autovalori di B occorre risolvere 1’equazione det(B — AI) = 0; ebbene risulta:

—A 1 -3
det(B — M) = det 1 =X 3 =...... = NN A -1=-A-1*N+1)
1 1 1-AX
Anche gli autovalori di B sono quindi A; = —1 (autovalore semplice) e Ay = 1, (autovalore doppio).
L’autospazio di B corrispondente all’autovalore Ay = —1 é ottenuto risolvendo il sistema lineare omogeneo
(B+1)x =0, cioé
1 X9 T3 | T To X3 | T To T3 |
1 =3 | 0 1 1 =3 | 0 1 1 | 0
1 1 3 | 0 0 0 6 | 0 0 0 1 | 0
1 2 | o0 o 0 5 | 0 0 0 |0

L’autospazio relativo all’autovalore \; = —1 é quindi la retta generata dal vettore (1,—1,0)T.



L’autospazio di B corrispondente all’autovalore doppio Ay = 1 é ottenuto risolvendo il sistema lineare omogeneo
(B—I)x =0, cioé

T T2 I3 \ T T2 I3 | € X2 x3 |

-1 1 -3 \ 0 1 -1 3 | 0 1 0 3/2 | 0.
1 -1 3 | 0 o 0 0 | o0 0 1 =3/2 | o0

1 1 0 0 0 2 -3 | o0 0 0 0 | 0

L’autospazio relativo all’autovalore doppio Ao = 1 é quindi la retta generata dal vettore (—3,3,2)7. Pertanto
la molteplicitd geometrica di Ao = 1 é uguale a 1, e quindi Ay é un autovalore singolare. Ne segue che B
non é diagonalizzabile. (Si noti che la somma delle molteplicitd geometriche degli autovalori di B é uguale ad
1+1=2<3=n.)

5 - Con il criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico e con il criterio di
Sylvester studiare il segno della forma quadratica associata alla matrice quadrata simmetrica

—2 2 -1
A= 2 —4 1], pera=-1,a=-1/2, a=0.
-1 1 a

Svolgimento.

11 polinomio caratteristico della matrice A é

2= 2 -1
p(\) = det(A — XI) = det 2 —4 -\ 1 | =...... = -\ + (a — 6)A\? + (6a — 2)\ + (4a + 2).
-1 1 a— A\

In particolare, per a = —1, il polinomio caratteristico di A é p(A\) = —A3 — 7A% — 8\ — 2; i coefficienti di p
sono tutti negativi e quindi A é definita negativa. In effetti gli autovalori di A sono tutti < 0, poiché per ogni
A > 0 si avrebbe —A\3 <0, —7A? <0, —8)X < 0 e quindi p(A) < —2 < 0.

Invece, nel caso a = —1/2, il polinomio caratteristico é p(A) = —A3 — (13/2)A\% — 5); l'ultimo coefficiente di p
é nullo, i precedenti sono tutti < 0, e quindi A é semidefinita negativa. (In effetti un autovalore é Ay = 0, gli
altri due autovalori sono negativi).

Infine, nel caso a = 0, il polinomio caratteristico é p(A) = —\% — 6A% — 2\ + 2; i coefficienti di p sono diversi
da 0 e non sono né tutti dello stesso segno e nemmeno di segno alternato, e quindi A é indefinita. (In effetti
due autovalori di A sono negativi ed uno é positivo.)

Allo stesso risultato si giunge con il criterio di Sylvester. Risulta infatti
my(A4) = =2, mo(A) =8 —4 =4, m3(A)=8a—-2—-2+4+2—4a=4a+2.

Pertanto, se a = —1, allora risulta mq(A4) = =2 < 0, m2(A) =4 > 0, mz(A) = —2 < 0; i minori principali
sono quindi a segno alterno e quelli di ordine dispari sono negativi; ne segue che A é definita negativa.

Nel caso invece a = 0, risulta m1(A) = —2 < 0, ma(A) =4 > 0, mg(A) =2 > 0: esistono dunque due minori
principali di ordine dispari che sono discordi e quindi A é indefinita.

Infine, nel caso a = —1/2, risulta m1(A4) = =2 < 0, ma(A) =4 > 0, m3(A) = 0: e quindi A é semidefinita
negativa.



n. 1 - Datii vettori u; = (1,1,-1,0) , us = (—1,3,0,2) e ug = (2,1, 3, 3),

(1) trovare i vettori u; +us, w3 +uz, uj+us+ ug;
(2) trovare la combinazione lineare dei vettori uy, us, uz mediante i coefficienti 1/2, -2, —3/5 ;
(3) trovare il prodotto scalare dei vettori u; ed uz e dei vettori us ed us.

n. 2 - Date le matrici
1 -1 =2 1 2 -1
0 1 2 -2 -3 0
A= -3 1 —-11]7 b= 0 4 -2
3 -2 -3 -1 -2 1

trovare le matrici trasposte di A e di B, le matrici 2- A e 1/3 - B, la matrice somma A + B, le matrici
prodotto C' = ABT e D = BAT.

n. 3 - Date le matrici
1 2 1 1 2 3 1 0
A= -1 -3 -2 -—-1], B = 1 1 2 21,
2 -2 1 2 -1 -1 3 1

trovare le matrici trasposte di A e di B, le matrici —1/2- A e 3 - B, la matrice somma A + B, le matrici
prodotto C = ABT e D = BAT.

n. 4 - Verificare in base alla definizione che gli insiemi
{(z,y,2) € R®*|2x +y — 32 = 0}

{(ﬂ?,y,Z) € R3‘33+2y—220,3$—y+5220}
{(z,y,2,t) e R*3z +y — 2+ 5t =0, — 2y — 22+t = 0}
sono sottospazi vettoriali di R® o R*, mentre non lo sono gli insiemi

{(z,y,2) € R3|2% +y— 32 = 0}

{(xvyaz) €R3|$+2y—223a3$—y+5z:0}
{(z,y,2,t) e RYBw +y — 24+ 5t = —1,0 —y> — 22+t = 4}.



n. 1 - Trovare le equazioni parametriche e cartesiane della retta affine passante per a = (1,3,2, —4)7 e
parallela al vettore u = (2, —2,3,5)7 e del piano affine passante per a e parallelo al piano generato da u e
v =(-1,3,-4,0).
Trovare le equazioni parametriche e cartesiane

- della retta passante per a = (—1,2,-3,2)T e b= (2,-3,0,-4)T,

- del piano passante per a, b e ¢ = (0.2. — 1,3)T.

n. 2 - Date le matrici
2 -3 -1 2 0 -3
6 4 1 -1 -2 4
A= -2 1 -3’ B = 0 4 —-21°
1 -4 -3 -1 1/2 0

trovare la matrice somma A + 2 - B, le matrici prodotto C' = ABT e D = BAT.

Trovare la dimensione (e una base) dello spazio generato dalle righe di A, B, A+2-B, C = ABT e
D = BAT.

n. 3 - Date le matrici
- B
A = 5 B - 1 0 6 9
2 -1 -2 1 9 1
-5 0 7

trovare la matrice prodotto AB, e la dimensione (e una base) dello spazio generato dalle righe di A, B ed
AB.

n. 4 - Trovare (al variare del parametro k) la dimensione (e una base) dello spazio generato dalle righe
della matrice

1 k 3 0 -2 -2 1
k k? 3k 1 2 0 0
A=12 1-a 5 B=1 "3 642 k k?
3 -2 4 -1 0 2—k 2-1k
n. 5 - Al variare del parametro k, trovare la dimensione (e una base) dello spazio generato dalle righe
delle matrici
T AT
A=| k k? 2 2k—1|. B = 5
_3 sk 4 5 -2 6 — 2k k k
0 0 k 2k?



n. 1 - Date le matrici

;:?Z 1 2 =30

A= : B=| 1 3 -1 4],
3 16 2 5 -3 3
4 -1 8

trovare le matrici trasposte A7 e BT le matrici somma A 4+ BT e AT + B, le matrici prodotto AB e BA,
la caratteristica di A, di B, di A+ BT, di AT + B, di AB e BA, indicando in ogni caso una base dello
spazio generato dalle righe.

n. 2 - Trovare la caratteristica ed una base degli spazi generati dalle righe delle matrici:
0o 2 3 -1 4 0 0 -2 0 -3 O
2 0 2 -4 -6 0 -1 2 0 0 -6
A= 1 3 2 —4 0 -2 B= 1 -3 2 —4 0
0 -2 0 1 0 3 o 2 0 0 3
3 0 0 -1 2 1 3 0 0 2 1
n. 3 - Al variare del parametro « trovare la caratteristica ed una base degli spazi generati dalle righe

delle matrici:

1 0 a a+2 1 o 0 0
[0 1 2 a+1 -2 1-2a -2 a+2
A= -1 2 3 1 ’ B= -1 1-a -1 2«
a 0 o® 2a+1 0 -1 1 0
n. 4 - Dire se sono determinati, indeterminati o incompatibili i sistemi
zH+2y— 2z = 0 r—2y+z = 0
y+2z = 1, r—2y+2z = 1,
3r+5y—52z =-1 —2r+4y—2z =-1

(indicando esplicitamente la caratteristica della matrice A dei coefficienti e della matrice completa A), e
trovarne le eventuali soluzioni.

Dire se il sistema lineare omogeneo associato a tali sistemi ha soluzioni non banali, e in tal caso trovare
una base dell’insieme delle soluzioni di tale sistema.

n. 5 - Dire per quali valori del parametro « i sistemi lineari
r + oz =a+2
r—y—2z =4 r+3y+az—t =0
5 y+ 2z =a+1
2 —y +a‘z =a—6 3z 4 8y — 3t =4
—r+2y+3z =1
—3r+2y—az =0 ar+ (14 3a)y +4az =a—2,

ar + o?z =2a+1

sono incompatibili, determinati o indeterminati, indicando esplicitamente la caratteristica della matrice A
dei coefficienti e della matrice completa A.

Se il sistema e compatibile, trovarne la o le soluzioni.

Trovare infine le soluzioni del sistema omogeneo associato a tali sistemi; se il sistema ammette soluzioni
non banali, indicare esplicitamente una base dell’insieme delle soluzioni.



n. 1 - Dopo aver dato la definizione di trasformazione lineare tra due spazi vettoriali, dire se sono trasformazioni
lineari da R? in R? le funzioni che associano ad ogni vettore x = (x1,x2,x3) di R? il vettore y = (y1,2) € R?
tale che

{yl =$1—3l‘2—21‘3 {yl =$1—3l‘2—21‘3 {y1 :$1—£2—2$3

Y2 = 2wy — 4wy + 313 Y2 = w1 — 4wy + 323 — 2, Yo = T1Tg+ T3

Se L é una trasformazione lineare verificare che il nucleo di L é un sottospazio vettoriale di R".

n. 2 - Datii vettori uy = (1,1,-1,0) , us = (-1,3,0,2) e uz = (2,1, 3,3),
(1) verificare se tali vettori sono linearmente dipendenti o indipendenti;
) trovare lo spazio U generato da tali vettori e il suo complemento ortogonale, precisando la dimensione di

U e di U+ ed indicando una base di tali sottospazi;

(3) trovare il nucleo e 'immagine della trasformazione lineare associata alla matrice A avente per righe tali
vettori, e il nucleo e I'immagine della trasformazione lineare associata alla trasposta di A.

(4) calcolare il determinante della matrice avente per colonne i vettori uy, us, uz ed (1,—2,3,5),

(5) dire se il vettore y = (1,—2,3,5)7 appartiene allo spazio immagine della trasformazione lineare associata
ad L. In caso affermativo, risolvere il sistema lineare ATx =y.

Ripetere I’esercizio per i vettori u; = (1,1,0,—1)7 j uy = (=1,0,2,2)7 ;uz3 = (0,1,3,-2)T ed y = (2,1, -3,0)7.

n. 3 - Date le matrici

2N ey (L0
A= 5 B = 2 0 1 0 ) C= - ’
1 1 0 1 -1 2 _9 0o -1 2 1
0 -1 1 2 a -4 0

a) trovare la loro caratteristica,
b) trovare la dimensione del nucleo e dell’immagine della trasformazione lineare associata a tali matrici,
) dire se tale trasformazione lineare ¢ iniettiva, suriettiva, bigettiva,
) trovare il nucleo e 'immagine di L , e il complemento ortogonale a tali sottospazi, indicandone esplicita-
mente una base.

n. 4 - Date le matrici

h 1 2-h 1 2 h
A=[1 0 -1 |, B=| 2 5 1],
2 1 & h—1 -1 1

a) dire per quale valore del parametro h le righe di A sono linearmente dipendenti o indipendenti,

b) trovare il rango di A al variare del parametro h,

c¢) dire per quale valore del parametro h il sistema lineare nonomogeneo Az = y, con y = (1,—-1,0), é
determinato, indeterminato o incompatibile, e trovare le eventuali soluzioni del sistema;

d) scrivere le equazioni della trasformazione lineare L 4 associata alla matrice A;

e) trovare il nucleo e 'immagine di tale trasformazione lineare, indicando di tali sottospazi la dimensione ed
una base;

f) trovare il complemento ortogonale al nucleo ed all'immagine di L4, indicando anche di tali sottospazi la
dimensione ed una base.

Ripetere 'esercizio per la matrice B



n. 5 - Date le matrici

1 2 -3 2 3 1 2 3 1
A= 1 4 -2, B=|1 4 -1|, o=[1 4 -1/,
-2 -6 7 -3 -2 0 -3 -2 -3

a) calcolare il determinante di A , di B, di C, di AB e di AC con la regola di Sarrus, con la regola di Laplace
e con il metodo di Gauss-Jordan,

b) se A, B, C, AB ed AC sono invertibili, calcolarne l'inversa con il metodo di Gauss Jordan e con il
metodo della matrice aggiunta,

c) dato il vettore b = (1,3,1)7, trovare la caratteristica delle matrici A, B, C, (A,b), (B,b), (C,b), con
il metodo degli orlati di Kronecker.

d) risolvere i sistemi lineari Ax = b, Bx = b, Cx = b con il metodo di Cramer e con il metodo di Gauss

Jordan.
n. 6 - Usando lalgoritmo di Gauss Jordan e le formule di Laplace, calcolare il determinante delle matrici
1 2 0 -3 0 2 3 1
0 1 4 =2 1 0 4 -1
A= -2 0 -6 7 |’ B= -3 -2 0 1
1 -1 0 2 0 1 2 -3

Se tali matrici sono invertibili, trovare le loro inverse usando sia il metodo di Gauss Jordan che il metodo della
matrice aggiunta.

Ripetere ’esercizio per le matrici

0 2 3 4 0 0 -2 0 -3 0
2 0 2 —6 0 -1 2 0 0 —6
A= 1 3 2 0 -21, B= 1 -3 2 -4 0
0 -2 0 0 3 0 2 0 0 3
3 0 0 2 1 3 0 0 2 1
n. 7 - Usando il teorema di Cramer, risolvere i sistemi lineari:
r—2y+z + t = 0
T2y — 2z = 0 r—2y+z = 0 Y
20 — 2y 4+ 22 =
204+ y+2z = 1, 20 -2y +2z = 1, .
—2x+4y + t =-1
3z + by — 5z =-1 —2rx+4y—2 =-1
y +3z = 2
1 0 a a+2 1
n. 8 - Data la matrice A= 0 12 a+l e il vettore b = 0 ,
-1 2 3 1 -«
a 0 a® 2a+1 -1

(1) calcolare il determinante di A e (al variare del parametro «), la caratteristica delle matrici A e (A, b)
usando il metodo di Gauss Jordan e il metodo degli orlati di Kronecker,

(2) risolvere il sistema lineare omogeneo Az = 0, indicando esplicitamente la dimensione ed una base
dell’insieme delle soluzioni di tale sistema, nonché la dimensione ed una base del complemento ortog-
onale a tale sottospazio,

(3) dire per quale valore del parametro « il sistema lineare Ax = b é determinato, indeterminato o incom-
patibile; se il sistema é determinato, trovare I'unica soluzione con il metodo di Cramer.



1 - Trovare gli autovalori, gli autovettori e gli autospazi delle matrici

1 2 0 5 -1 0 2 1 «a
0 -1 -1], -9 3 -6, 1 0 a
1 1 -1 3 1 8 -1 -1 0
—4 1 -6 01 -3 2 -2 0
o 1 o0 |, 10 3|, 1 0 2],
3 -1 5 11 1 0 1 2
3 2 -2 -1 2 2 0o 1 2
2 -1 2], 2 —1 -2, 2 2 0],
2 2 -1 —2 2 3 1 0 2

Dire quindi se tali matrici sono diagonalizzabili; in caso affermativo, trovare una base di R? formata
di autovettori. e indicare una matrice che le diagonalizza.

2 - Date la matrice

1 2 -1
A= 0 4 0
-h 2 3
a) trovare gli autovalori di A e i corrispondenti autospazi per h=—1, h=0ed h =3

b) per i suddetti valori di & dire se A é diagonalizzabile e (in caso affermativo) trovare una base
di R3 formata di autovettori di A.

3 - Date le matrici

—2 1 -2 1 -1 2
A=|-1 2 -2 e B=|-1 2 -2/,
-1 -1 0 2 -2 1

a) trovare gli autovalori e i corrispondenti autovettori di A;

b) dire se A é diagonalizzabile e (in caso affermativo) trovare una base di R? formata di autovet-
tori;

c¢) dire se la forma quadratica associata alla matrice B é definita positiva, definita negativa o
indefinita.

4 - Studiare il segno della forma quadratica associata alle matrici quadrate simmetriche:

3 -2 =3 -1 -2 0 3 -3 0
A= -2 5 -1 B=|-2 -3 -1 C=1-3 4 a
-3 -1 6 0o -1 2 0 a 4

utilizzando il criterio del segno degli autovalori e il criterio di Sylvester.

Verificare che tali matrici sono diagonalizzabili e che gli autovettori corrispondenti ad autovalori
distinti sono a due a due ortogonali; in presenza di autovalori multipli, trovare una base ortonormale
di autovettori.

Scrivere infine la forma quadratica associata a tali matrici e la forma canonica di tale forma quadratica.
1



5 - Date le matrici quadrate simmetriche

2 -2 1 2 -2 1 2 =2 1
A= -2 8 2, B=1|-2 3 2, C=1-2 3 =2
1 2 2 1 2 4 1 -2 4

a) trovare gli autovalori di A e dedurre dal loro segno il segno della forma quadratica associata
ad A;

b) trovare gli autovettori corrispondenti agli autovalori di A e verificare che essi sono a due a due
ortogonali;

¢) trovare quindi una matrice ortogonale B che diagonalizza A e la forma canonica della forma
quadratica associata ad A;

d) trovare il segno delle forme quadratiche associate alle matrici B e C usando alternativamente
il criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico e il criterio di Sylvester.

6. - Con il criterio del segno degli autovalori e/o con il criterio di Sylvester, studiare il segno della
forma quadratica associata alle matrici quadrate simmetriche:

—4 2 =2 a 2 0 -3 -2 -1 -3 -2 -1
2 =2 0 2 1 -1, -2 -1 0 e -2 =2 0
-2 0 o 0 -1 2 —1 0 -1 -1 0 -2



