ANALISI MATEMATICA 2
Anno accademico 2007-08

ELENCO delle DEFINIZIONI e TEOREMI del CORSO

DISPENSE
Principio di sostituzione pag. S
Integrali impropri pag. 11
Serie numeriche pag. 27
Integrali Doppi pag. 43

Limiti e continuita per funzioni di n variabili pag. 57

Calcolo Differenziale per funzioni di n variabili pag. 58
Massimi e minimi liberi e vincolati pag. 59




ELENCO DELLE DEFINIZIONI DEL CORSO DI ANALISI MATEMATICA 2

Serie numeriche

Serie numeriche convergenti e divergenti; somma di una serie. Serie oscillanti.

Serie geometrica. Serie armonica e serie armonica generalizzata.

Serie a termini positivi (o negativi). Serie a termini di segno alterno.

Serie assolutamente convergenti.

Integrali impropri

Integrale improprio di una funzione continua in un intervallo illimitato del tipo | — oo, a], [a,+00],
| —o0,al, |a,+o0[, | — 00,400 o di una funzione illimitata e continua in un intervallo semiaperto [a, b o
|a,b] o aperto Ja, b .

Calcolo differenziale per funzioni di piu variabili

Vettori di R™. Somma di due vettori di R™; prodotto di un numero reale per un vettore di R".
Prodotto scalare di due vettori in R™ . Norma e distanza euclidea in R".

Sfere aperte, sfere chiuse, superfici sferiche con centro a € R"™; intorni di un punto a di R"”.

Punti interni, punti esterni, punti di frontiera, punti di accumulazione per una parte X di R”.

Insiemi aperti, insiemi chiusi, insiemi limitati, insiemi convessi e insiemi connessi per archi di R™.
Funzioni di una variabile a valori in R¥; funzioni di n variabili a valori in R e in R*. Funzioni componenti
di una funzione a valori in R”.

Convergenza e continuita per funzioni di n variabili a valori in R e per funzioni da I C R in R,

Vettore derivata di una funzione da I C R in R*; suo significato geometrico.

Funzioni reali di due variabili reali. Grafico, linee coordinate e linee di livello.

Derivate parziali e derivate direzionali per funzioni reali di due variabili; significato geometrico. Funzioni
reali di due variabili differenziabili in un punto.

Derivate parziali, derivate direzionali, gradiente per una funzione reale di n variabili.

Matrice Jacobiana di una funzione di X ¢ R™ in R* in un punto a interno ad X.

Differenziabilita per funzioni di X ¢ R™ in R e in R”.

Differenziale in un punto a interno ad un insieme X C R” di una funzione f: X — R o f: X — RF.
Linee di livello, superfici di livello, insiemi di livello.

Derivate parziali di ordine superiore. Matrice hessiana di una funzione di R" in R.
Polinomio di Taylor del secondo ordine.

Punti di minimo e massimo relativo ed assoluto. Punti di sella.

Forma quadratica associata ad una matrice quadrata simmetrica A di ordine n.

Forma quadratica definita (positiva o negativa), semidefinita (positiva o negativa), indefinita.
Autovalore ed autovettore di una matrice quadrata. Polinomio caratteristico di una matrice quadrata.
Funzioni (scalari) definite implicitamente da una equazione.

Funzioni (vettoriali) definite implicitamente da un sistema di equazioni.

Funzioni (strettamente) convesse o concave; esempi e proprieta.

Integrali doppi

Rettangolo e plurirettangolo in R? e loro area. Intervallo e plurintervallo in R™ e loro misura.

Insieme misurabile secondo Peano Jordan in R?, e in R" e sua misura. Insieme di misura nulla.
Dominio normale all’asse x o y.

Decomposizioni di un insieme misurabile di R?.

Somme inferiori e superiori, somme di Cauchy di una funzione limitata su un insieme misurabile di R2.

Integrabilita secondo Riemann di una funzione limitata su un insieme misurabile di R? e suo integrale.



ELENCO DEI PRINCIPALI TEOREMI DEL CORSO DI ANALISI MATEMATICA 2
N.B. Dei teoremi contrassegnati da (*) non € richiesta la dimostrazione

Integrali impropri
Integrale improprio delle funzioni 1/|z|* ed 1/(z|log(x)|%).
Integrazione per parti e per sostituzione di un integrale improprio.

Criterio di confronto e di confronto asintotico per gli integrali impropri.

Serie numeriche

Condizione necessaria per la convergenza di una serie.

Serie a termini positivi.

Criterio di confronto con l'integrale improprio (*) ; serie armonica e armonica generalizzata.
Criterio di confronto, di confronto asintotico (*), della radice e del rapporto (*).

Teorema di Leibniz (*)
Teorema sul raggio di convergenza di una serie di potenze (*)
Calcolo del raggio di convergenza p: p= lim 1/ ’(/]an\ oppure p= lim |ay|/|an+1],

(purche tali limiti esistano).

Derivazione e integrazione termine a termine di una serie di potenze (*)

Limiti e continuitd per funzioni di pia variabili

Una funzione a valori in R¥ & convergente per x — a, (rispettiv. continua in a), se e solo se le sue
componenti sono convergenti per  — a, (rispettiv. continue in a).

Teoremi sui limiti per funzioni di n variabili a valori in R e in R*. (*)
Esempi di funzioni continue: funzioni costanti, funzioni proiezione, polinomi, funzioni “elementari”.

Proprieta degli insiemi aperti e degli insiemi chiusi.
Esempi di insiemi aperti o chiusi descritti da disequazioni o equazioni del tipo

flx) <0, f(#) <0,  f(z)=0.

Teorema di Weierstrass (*). Teorema di Bolzano. Teorema degli zeri.

Integrali doppi

Proprietd degli insiemi misurabili e della misura. (*)

Misurabilitd in R? del rettangoloide di una funzione integrabile di una variabile e dei domini normali
rispetto all’asse = o y.

Integrabilita delle funzioni limitate e generalmente continue in un insieme misurabile (ma non necessari-
amente chiuso) di R?. (¥)

Integrabilita delle funzioni continue in un insieme chiuso e misurabile di R2.

Misurabilitd in R? del cilindroide di una funzione continua in un insieme chiuso e misurabile di R?.
Formule di riduzione per I'integrale delle funzioni continue in un dominio normale.

L’integrale come limite di somme di Cauchy.(*)

Proprieta dell’integrale (*)

Cambio di variabili in un integrale doppio. (*)



Calcolo differenziale per funzioni di pia variabili

Condizione necessaria per la differenziabilita: se f & differenziabile in x°, allora:

a) f & continua in x°,

b) per ogni direzione u esiste la derivata di f in x° nella direzione u e risulta

170 . f(X0+tu)_f(X0)_ 0y . ., _ - ﬁ 0
f/(x", ) = lim ; = Vf(x") u—;uzaxi(x ).
Condizione sufficiente per la differenziabilita (*)

Derivata della funzione composta ( (Regola della catena) .(*)

Proprieta del gradiente di una funzione in un punto x°:

a) Vf(x%) & perpendicolare all’insieme di livello passante per x°,

b) Vf(x") rappresenta la direzione in cui f cresce il pilt rapidamente possibile.
Equazione della retta normale e del piano tangente nel punto (zo,yo,20) alla superficie di livello di
equazione f(x,y,z) = costante = f(xo,yo,20) :
Equazione del piano tangente alla superficie grafico di g = g(x,y) nel punto (z, o, 9(x0, yo)-

0

Teorema di Fermat - Se x° ¢ punto di minimo o massimo relativo per f : X C R" — R, se x° ¢ interno

ad X ed f ¢ derivabile parzialmente in x° rispetto a tutte le variabili, allora risulta:
Vix") =0 cioe  f.,(x")=0 perognii=12...n.

Teorema di Schwartz sull'invertibilita dell” ordine di derivazione (*)

Proprieta delle forme quadratiche.

Criterio del segno degli autovalori (*).

Criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico (*).
Criterio di Sylvester (*)

Condizioni sufficienti percheé un punto sia punto di minimo o massimo relativo per una funzione di n
variabili, ed in particolare per le funzioni di due variabili.

Teoremi del DINT (*).
Punti di minimo e massimo vincolato: moltiplicatori di Lagrange.

Caratterizzazione delle funzioni convesse, concave, ecc. (*)

Funzioni convesse ed ottimizzazione.



FUNZIONI TRASCURABILI E FUNZIONI EQUIVALENTI

In questo paragrafo vengono presentati i concetti di funzioni trascurabili e di funzioni equivalenti, che
forniscono alcuni utili artifici per il calcolo di limiti che si presentano sotto le forme indeterminate 0 -
00, 0/0, o00/00, nonché per studiare il carattere delle serie numeriche e 1’ integrabilita in senso improprio
di una funzione.

In tutto cié che segue X una parte di R ed zp € R = R U {—00, +00} é un punto di accumulazione di X.
Cominciamo con il dare la seguente definizione

Definizione 1.1. Date due funzioni f e g di X in R, tali che g(x) # 0 per ogni x € X, diciamo che f €
trascurabile rispetto a g in xo o per T — xy se risulta

lim f(z)

20 g(a)

Diciamo invece che f € equivalente a g in xg o per x — x¢ se risulta

A gl
Se xg = 400 0xg = —00 si dice che f € asintoticamente trascurabile rispetto a g o asintoticamente equivalente

ag.
Per dire che f é trascurabile rispetto a g o che é equivalente a g, adoperemo rispettivamente i simboli

f<<g o f(z)<<gx) in z, oper = — xo

f~g o f[f(zx)

g(z) in z, oper = — xo.

Il motivo di tale denominazione é evidente. Se f é trascurabile rispetto a g in xg, allora per ogni € > 0 esiste
un intorno J di zq tale che per ogni x € X N J — {xo} si ha

|[f(@)] < elg(x)],

e dunque intuitivamente i valori che f assume “vicino ad xy” sono “infinitamente pit piccoli” dei valori di

g. Invece se f é equivalente a g in g allora per ogni € > 0 esiste un intorno J di zg tale che per ogni
reXNJ—{xo} siha

0<(l-¢)g(x) < flz) < +e)g(z) oppure (1+e)g(z) < flz) <(1-e)g(z) <O,

)

e dunque intuitivamente il valore che f assume “vicino ad xy” é approssimativamente uguale al valore di g.

Osservazione 1.1 -. E’ evidente che se f ~ g in xg ed esiste il lim g(x) =1 € R, allora anche il
r—x

lim f(z) esiste ed € uguale ad l. Pertanto per calcolare il limite per x — x¢ di una funzione f basta cercare

r—xq

una funzione g equivalente ad f in xqg di cui sia pit facile calcolare il limite.

Diamo subito alcuni esempi di coppie di funzioni equivalenti o trascurabili I’ una rispetto all’ altra.

Esempio 1.1. - Se a < B allora |z|* << |z|® per z — +o00, mentre |z|® << |z|* per z — 0.
Infatti |z|*/|z|® = |z|*# — 0 per 2 — Fo0 ed |z|?/|z|* = |2[°~* — 0 per  — 0.

1
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Esempio 1.2. - Se p(x) = ag + a1z + azx® + ... + a,z™ é un polinomio di grado n, allora

a) p é asintoticamente trascurabile rispetto ad |z|* per ogni « > n,
b) p é asintoticamente equivalente alla funzione g(z) = anx™.

Infatti si ha

p(r)  ag ay as an,

FE = PE 2T + o2 + .. + o — 0 per x — +o0

p(2) =% al_l + a2_2 + .. —i—an_l +1 -1 per = — too.
anx™ anx™ anx™ apx™ [ 3%

Esempio 1.3. - E’ evidente che

a) se a < B, allora |logz|® << |logz|® per x — +oo eper x — 0F;
b) se 0<a<b, allora a®<<b® per x — +o00, mentre b* <<a® per x — —0o0.

Esempio 1.4. - Ricordando che il limite per x che tende a 0 delle funzioni
sinx arcsin tg x arctg e’ —1 log (1+ z)
x r x r x x

uguale ad 1, si ha che per x — 0
sinx ~ z, arcsinz ~ x, tgz ~ x, arctgr ~ =z, €€ -1~z log(l+z) ~ x.
D’ altra parte ricordando che

1-— 1 log, (1 . -1 . 1 @ —1
lim ﬂ =—, lim M = loggze, lim a =loga, lim %
z—0 €T 2 z—0 T x—0 x z—0 T

I
L

si ha che (per z — 0),

1
1—cosz ~ 5:62, log,(1+ ) ~ xlog,e =

, a*—1 ~zxloga (14+2z)*—-1 ~ ax.
log a

Esempio 1.5. - Se f tende ad | € R — {0} per x — =g, allora f é equivalente in z( alla funzione costante
g(z) =1
E’ altresi evidente che:

a) se f tende a 0 e g tende [ € R — {0} per z — zg, allora f << g;
b) se f é convergente per x — xy e g é divergente per x — xg, allora f << g;
¢) se f é localmente limitata in xg e g é divergente per x — xg, allora f << g.

Esempio 1.6. - Per ogni polinomio p(x) = ag + a1z + azx® + ... + a,z™ di grado n si ha chiaramente

Ay a a
log|ana” + ...+ a1z + ao| = log |o]" + log|an + T ...+ s + 20,
e quindi
. log lapx™ +...... + a1x + ag
lim =n,
z—+00 10g’x|

Ne segue che log|p(z)] ~ nlog|z| per x — £oo per ogni polinomio p di grado n.



Esempio 1.7. - Adoperando la regola di De L’Hopital si vede che

. log"x : .
lim 2% 0 lim |z|“log™ x = 0 perogni mn € N, a > 0,
r—+oo ¢ x—0
‘/L.TL

lim — = lim z"a* =0 perogni ne€ N, seé a> 1.

r—+oo q¥ r— —00
n

lim z"a® = lim — =0 perogni n € N, seé 0<a<1.

T — 00 r——o00 Q%

Ne segue che

{ log" |z| << |z|* per z — foo

erogni >0, neN
log" || << 1/|z|* per x — 0 berog

z|*log" |z| << |z|? per x — Fo0
(b) {|| 8" || ol p ’ per ogni n € N, e per ogni 8 > «,

|z|%log™ |x| << |x|* per = — 0

(© " << a® per x — 400, a®<<1l/z"™ per ¥ — —oco perogni n €N se a>1,
¢
" << a® per x — —00, a® << 1/xz"™ per r — 400 perogni n €N se 0<a<l.

Proposizione 1.2. Le sequenti proprietd sono pressocché evidenti:

1) f~f
2) f2ge=g=~f
3) f~g, g~h= f~h,

f<<g, g ~h= f<<h,
4) < f~g g<<h = f<<h,
f<<g, g<<h = f<<h,
(5){f<<g = cf<<g ed [f<<cg perognic#D0;
f~g = cf >~ cg perognicz#D0;
(6) i<<gedfr<<g = fi+fa<<y,
(7) se f1 << g1 ed fa =~ go, allora f1f2 << g192 ed f1/fa << g1/92.
®) f~xg = [f—-g<<f ed f—-g<<yg.

L’ importanza del concetto di funzioni equivalenti nel calcolo dei limiti é resa evidente dalla seguente propo-
sizione la cui dimostrazione é peraltro ovvia conseguenza della definizione 1.

Proposizione 1.3.

(a) Se f<<g allora f+g ~ g.
~ g", f ~ /g perogni neN
~ g%

(C) Se fi ~ g1 ed fo >~ ga, allora  fifo ~ gi192 ed f1/f2 = 91/92-

(b) Se f ~ g, allora {fa ,
f per ogni o € R.



Dalla precedente proposizione discende il seguente

Principio di sostituzione: una funzione che é prodotto o rapporto di piu fattori viene trasformata in
una funzione equivalente in z( se su di essa si effettuano le seguenti operazioni:

(a) sostituire ciascun fattore con una funzione equivalente,

(b) sostituire la potenza o la radice di un fattore con la potenza o la radice di una funzione equivalente,

(c) in un fattore che sia somma di due o piu funzioni, possiamo trascurare gli addendi che sono trascurabili
rispetto ad un addendo che possiamo chiamare il termine dominante, e sostituire I’ intero fattore
con il termine dominante.

Tale principio risulta di enorme utilitd quando si deve calcolare il limite per x — xg di una funzione che sia
prodotto o rapporto di funzioni che tendono a 0 o a +oco. Infatti al termine di tale processo di sostituzioni
(e di eventuali semplificazioni), avremo ottenuto una funzione g equivalente ad f, (avente quindi lo stesso
limite di f), di cui é in genere molto piu facile calcolare il limite per z — z.

Esempio 1.8. - Volendo calcolare il limite per x — 400 della funzione

23 —32%2+2x -5
—2% 4+ 323 — 22+ 2

fz) =
si pué osservare che
23 =32+ 20 -5 ~ 2°, —2°+32° —20+2 ~ —2°  equindi f(z) ~ 2?/(—2°) = -2 2

Ne segue che lim f(z)= lim —272=0.
T— 400 T—+00

In generale se
p(z) = ag + a1z + agz® + ... + apa” e q(m):bo+b1x+b2$2+...+bkxk
sono due polinomi di grado rispettivamente n e k, allora p(z)/q(z) ~ a,2"/brx*, e quindi si ha

0 se n <k,

p(x)

lim —= =< a,/bk se n=k,
v—+o0 q()
(an /by ) (400) sen > k.

Analogamente si calcola il limite di p(x)/q(x) per x — —o0.

Esempio 1.9. - Volendo calcolare il limite per £ — 400 della funzione

f(m):\/x3—3x2—|—2$—5—\/a:5+3x3—2w+2,

si pué osservare che 2 —3224+2x -5 ~ 2> e 2°+323—-22x+2 ~ 25 e quindi che

\/x3—3x2+2x—5 ~ 23/? mentre —\/$5+3$3—2$—|—2 ~ —g%/2,

Se ne deduce che

\/x3—3m2+23}—52m3/2 << =27 ~ —\/:1:5+31:3—2x+2,

e dunque che

flz) ~ —/ab + 323 — 25 +2 ~ —a5/2,



Ne segue che lirf flz) = lir+n —z%/?

= —00.
Con un procedimento simile si pud calcolare il limite per x che tende a 400 0 a —oo di una funzione del tipo
f(z) = ¥/p(z) — /q(x), dove p e ¢ sono due polinomi di grado k ed [ rispettivamente, e k/n # [/m.
Esempio 1.10. - Volendo calcolare il limite per £ — +o0o delle funzioni

z?log(2® — 322 — x +5) — 3z log®(2? — 1)
37 — 22 + zlog? (322 — x4 4)

2T 443 —2x+5
flz) =

g(z) =

?

2t +a22logr — 17

possiamo osservare che:
x°, —2x e 5 sono trascurabill rispetto a € quindi +x° —2x +
1) 23, -2z eb bili ri 27 indi 2% + 2% — 22 + 5
(2) 2%logx e —1 sono trascurabili rispetto a z# e quindi z* + 22 logz — 1
(3) log(z3® — 322 — 2z +5) ~ 3logz e quindi 2% log(z3 — 322 — 2z +5) ~ 322 logx;
analogamente log(z? — 1) ~ 2logx e quindi —3zlog®(2? — 1) ~ —3z(2logz)® = —24xlog® z;

~ 9T.
~ 2
~ 4

T

ne segue che —3zlog® (22 — 1) << z2log(z® — 322 — x + 5) e dunque

22 log(x® — 322 — x4+ 5) — 3zlog®(2® — 1) ~ 22log(x® — 322 —2+5) ~ 32%logz

(4) log(322 — x4+ 4) ~ 2logz e quindi zlog?(3z> — x4+ 4) ~ z(2logz)? = 4zxlog’z << 3%
d’ altra parte é —z2? << 3% e quindi 3% — 22 + xlog2(3x2 —x+4) ~ 3

Ne segue che

3x%logx
flz) =~ 2°/a%, g9(z) =~ 3

e dunque  f(z) — +oo, mentre g(x)—0 per z — +oo.
Esempio 1. 11. - Volendo calcolare il limite per x — 0 della funzione

(z + 222) sin® Varcsin? z
(tg 22 + 5z*)(logz (1 + z))2(V1 + = — 1)1/3’

fz) =

possiamo osservare che:
(1) 222 é trascurabile rispetto ad z e quindi x + 22? ~ z;
(2) sinz ~ z e quindi sin® 2z ~ 23,

(3) arcsinz ~ z e quindi Varcsin® x ~ x2/3,

(4) tg z ~ x e quindi tg 2z ~ 2?; d’ altra parte 5z* << 2% e quindi 52* << tg 2z ~ 2?%; dunque

tg 2o + 5ot ~ x?;

(5) log 3(1+x) ~ x/ log 3 e quindi (log 3(1 +z))? ~ 22/ log?3;

6) Vitz—1 =~ z/2equindi (vVI+z— 1) ~ (x/2)1/5.

Di conseguenza f é equivalente alla funzione

l".Z'B ,1.2/3

2 — — (3 10623) /3
9(x) (@7 Tog 23) (2/2)17% (V2 log?3)x'/?;

e dunque si ha che
lim f(x) = lim g(z) = 0.

rz—0 x—0

La seguente proposizione consente di potenziare ulteriormente il principio di sostituzione.
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Proposizione 1.4. Siano X edY due parti di R, sia f una funzione reale definita in X tale che f(X) C Y,
e siano g1 e go due funzioni reali definite in 'Y .

Supponiamo che

i) o € R € un punto di accumulazione di X ed esiste lim f(z) =yo € R;

r—XT0

i) yo € un punto di accumulazione perY;
iii) esiste un intorno J di xq tale che f(x) # yo per ogni x € X NJ — {xzo}.

Ebbene se g1 =~ ga in yg, allora giof =~ goof in xg.

La dimostrazione é ovvia in virti del teorema sul limite della funzione composta. Si noti che la iii) é
sicuramente soddisfatta se yg = 400, yg = —00 0 se f é iniettiva (perlomeno localmente).

Esempio 1. 12. - Essendo siny ~ g in 0, allora

sin(z —x9) ~ x—x¢ in xg,

sinar ~ ax, sinz" ~ 2", sin Yz ~ z, in 0
1 1 1 1 1 . .
sin— ~ —, sin— ~ —, sin— ~ — in 4+ oo, per ogni «a > 0.
T T n n xre e

Risultati simili si ottengono sostituendo la funzione seno con le funzioni tg, arcsin, arctan .

Esempio 1.13. - Essendo log(1 4+ y) ~ y in 0, allora
log(1+2™) ~ 2", log(1+ {/x) ~ = in0 per ognin,

log(1+sinz™) ~ sina”™ ~ z", log(l+sin"z) ~ sin"z ~ 2", in 0 per ogni n.

Esempio 1.14. - Calcolare il limite per z — 07 della funzione

(5m — 1) logy(1 + sin(z + z%))

fle)= arctan® V22 — 223(1 — cos V/z2)

Osserviamo che:
(1) essendo 5Y —1 ~ yloghin yp =0, e Varesin? z — 0 per z — 0, si ha

(SWQJC —1) ~ Varcsin® z - logh ~ x*3logh in z =0;
(2) essendo logy(1 +y) ~ y/log2 in yo = 0 e sin(z + 23) — 0 per x — 0, si ha che
logy (1 + sin(z + 2%)) ~ sin(z +2°)/log2 ~ (z +2°)/log2 ~ x/log2,
poiché 23 << z in 0;
(3) essendo arctany ~ yinyy=0e Va2 =223 — 0 per x — 0, sard arctan(\/W) ~ 22 — 223;
d’ altra parte, essendo —223 << 22, si ha che 22 — 223 ~ 22 e quindi V22 — 223 ~ V22 = z;
ne segue che
arctan \/m ~ z equindi arctan® \/m ~ g3
(4) essendo 1 —cosy ~ y%/2 per y — 0 e Va2 — 0 per z — 0, si ha:
(1 —cos Va?) ~ 2%/3)/2.
Di conseguenza f é equivalente per z — 0 alla funzione
-2

Pertanto f diverge positivamente per z — 0.

— 400 perxz — 0.



INTEGRALI IMPROPRI

n. 1 - Definizioni

Vogliamo ora estendere il concetto di integrale di una funzione, in modo da poter calcolare I'area di
una regione piana non limitata. Ad esempio questo € il caso del rettangoloide

Ry ={(z,y) e R}z € X,0 <y < f(x)}

di una funzione continua e positiva f : X — R, se X ¢ un intervallo illimitato del tipo [a,+o0],
] — 00,b] 0] — 00, +00], oppure se X & un intervallo limitato del tipo [a,b[, ]a,b] o ]a,b[, ma risulta
lim f(x) = +o0, e/o lim f(z) = 4o0.

z—b T—a
A tal fine osserviamo che se f € una funzione continua e positiva in X = [a, b], (rispettivamente in

X = [a,+o0[), allora per ogni x €]a, b|, (rispettivamente = €]a, +00[), si ha che faz f(t) dt rappresenta
l'area del rettangoloide della restrizione di f all’ intervallo [a, x].

La figura 1 mostra allora come sia del tutto ragionevole porre per definizione:

z—b T—+00

Area di Ry = lim/ f(t)dt, (rispettiv. Areadi Ry = lim / f(t)dt),

(ovviamente nell’ ipotesi che tale limite esista).

Analogamente la figura 2 mostra che se f ¢ una funzione continua e positiva in X =la, b, (rispettiv.
in X =] — 00,b]), allora & ragionevole porre per definizione:

b b
Area di Ry = lim / f@t)dt (vispettiv. Areadi Ry = lim f(t)dt).

xT
Questo giustifica la seguente definizione.

Definizione 1.1. Se f : X — R ¢ una funzione reale continua nell” intervallo X = [a,b[, con b
numero reale maggiore di a 0o b= +00, oppure X =|a,b], con a numero reale minore di b 0 a = —o0,
st dice integrale improprio di f tra a e b, (o esteso all’intervallo X ), I’ elemento di R =RU
{—00, 400} definito da

lim fax f(¢)dt, se X = [a,b],

b z—b
[ t@ydo= [ fayd -
“ X lim ff f(t)dt se X =la,b),

T—a
purché tale limite esista.

Si dice inoltre che f ¢& integrabile in senso improprio tra a e b, (o che f ha un integrale improprio
convergente), se l” integrale improprio di f tra a e b esiste ed ¢ un numero reale.

Si dice invece che f ha un integrale improprio divergente (positivamente o negativamente) se I’ integrale
improprio di f tra a e b é uguale a +00 0 —o0.
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Osservazione 1.2 - Se f ¢ continua in X = [a,b], (rispettivamente X =]a,b]), e ¢ €]a,b], allora
I’ integrale improprio di f tra a e b esiste se e solo se esiste 1’ integrale improprio di f tra c e b
(rispettivamente tra a e c), e risulta

/abﬂw)d:c:/:f<:c>dx+/cbf<x>dx,

con le consuete convenzioni: +o0o+ a =400, —00o+ a = —00, per ogni a € R.
Infatti, se ad esempio risulta X = [a, b], allora

/abf(x)dx:glciir})/:f(t)dtziig%/:f(t)dt—k/jf(t)dt:/:f(x)dx—k/cbf(g;)dx,

Percio per provare che f ha integrale improprio convergente o divergente tra a e b sara sufficiente
provare che questo accade per la restrizione di f ad un opportuno intorno sinistro di b, (rispettiv. ad
un opportuno intorno destro di a).

Vogliamo ora estendere il concetto di integrale improprio al caso di funzioni definite in un intervallo
aperto X del tipo Ja, b, | — 00,b], ]Ja,+oo|, | — 00, 00|

A tal fine osserviamo che se f : X — R & una funzione reale continua e positiva nell’ intervallo
X =la,b], con a € RU{—00} e b € RU {+0o0}, allora, preso ¢ €]a,b[, si ha evidentemente che il
rettangoloide Ry di f ¢ I’ unione dei due insiemi R; ed Rj, rettangoloidi delle restrizioni di f agli
intervalli |a, c] e [e, b], (vedi figure 3 e 4).

Pertanto e naturale porre
Area Ry = Area Ry + Area Rs.

Questo giustifica la seguente

Definizione 1.3. Se f : X — R ¢é una funzione reale continua nell’ intervallo X =la,b[, con a €
RU{—o0} eb € RU {40}, allora, preso arbitrariamente ¢ €la,b[, si dice integrale improprio di f
tra a e b I’ elemento di R definito da

b c b c x
/ f(x)dx—/ f(a:)dw—/ f(x)da?—i—/ f(z)de =lm [ f(t)dt+ lim [ f(t)dt,

a X a c T=a Jg z—=b J.
purché tali limiti esistano e non diano origine ad una forma indeterminata 400 — oo.
Si dice inoltre che f ¢é integrabile in senso improprio tra a e b, (o che f ha un integrale improprio
convergente), se l” integrale improprio di f tra a e b esiste ed é un numero reale, cioé se f ¢ integrabile
in senso improprio tra a e c e tra ¢ e b.
Si dice invece che f ha un integrale improprio divergente (positivamente o negativamente) se I’ integrale
improprio di f tra a e b é uguale a +00 0 —o0.

Osservazione 1.4. - La precedente definizione ha senso poiche si vede facilmente che essa non
dipende dalla scelta dell’ elemento ¢ di ]a, b[.

Infatti se ¢, o €la, b, ¢1 < ca, allora per la Osservazione 1.2 si ha che:

f € dotato di integrale improprio tra a e ¢y se e solo se f ¢ dotato di integrale improprio tra a e cq,
f & dotato di integrale improprio tra c; e b se e solo se f & dotato di integrale improprio tra co e b.
Risulta inoltre:

/:Qf(:r)d:r—/:lf(x)dach/:f(x)da:, /:f(x)dx—/:f(w)der/:f(x)dx.
3



Ne segue che f & dotato di integrale improprio tra a e ¢; e tra ¢y e b se e solo se f & dotato di integrale
improprio tra a e ¢y e tra ¢y e b e risulta

/:1f<x)dx+/:f(x)dx:/:1f(x)der/:f(l’)dﬂ?Jr/:f(x)dm:/amf(:c)der/:f(a:)dx.

Definizione 1.5. Se f: X — R ¢ una funzione reale continua in X ed X ¢é l'unione di due intervalli
adiacenti X1 ed Xo, dove X1 é uno degli intervalli [a,c[ o |a,c| con a € RU{—o00} ed Xo & uno degli
intervalli |c,b] o ]e,b] con b € R U {+0o0}, allora si dice integrale improprio di f tra a e b I’ elemento

di R definito da \ ,
/ f(x) dz = / f(z) de + / /() dz,

purche entrambi gli integrali impropri esistano e non diano origine alla forma indeterminata +00 —00.
Si dice inoltre che f ¢é integrabile in senso improprio tra a e b, (o che f ha un integrale improprio
convergente), se 1’ integrale improprio di f tra a e b esiste ed é un numero reale, cioé se f é integrabile
i senso improprio tra a e ¢ e tra ¢ e b.

Si dice invece che f ha un integrale improprio divergente (positivamente o negativamente) se 1’ integrale
improprio di f tra a e b é uguale a +00 0 —o0.

Osservazione 1.6. - La definizione precedente puo essere estesa in maniera ovvia al caso di funzioni
definite nell’ insieme X unione di un numero finito di intervalli X, X, ... X, a due a due adiacenti:

/Xf(x) do = EZJ/X () da.

Osservazione 1.7. - In base alle considerazioni che hanno motivato le precedenti definizioni, se
f : X — R & una funzione continua, positiva e integrabile in senso improprio in X, dove X &
un intervallo semiaperto o aperto, limitato o illimitato, oppure € 1’ unione di due o piu intervalli
adiacenti, allora I’ area del rettangoloide definito da f & per definizione 1’ integrale improprio di f
esteso ad X.

Se f non & positiva, ma |f| & integrabile in senso improprio, allora 1’ area del rettangoloide definito
da f & per definizione [’ integrale improprio di |f|.

Osservazione 1.8. - In tutte le precedenti definizioni (e nei paragrafi seguenti) I'ipotesi di continuitd
di f non é indispensabile; essa serve a garantire che sia integrabile (secondo Riemann) la restrizione
di f a qualunque intervallo chiuso e limitato contenuto nell’insieme di definizione di f e pud essere
dappertutto sostituita da tale ultima condizione.



n.2 - Alcuni esempi

Esempio 2.1. - Se f & una funzione costante, f(z) = K per ogni x € R, allora per ogni a,b € R si
ha:
400 se K >0,

00 b o
/Jr f(x)dm:/ f($)dm:/Jr flx)de =< —o0 se K <0,
¢ - - 0 se K = 0.

Si ha infatti:

+o00 x b b
/ f(z)dx = lirf Kdt = hIE K(zx—a), / f(z)dz = lim Kdt= lim K(b—x)

e di qui discende la tesi.

Esempio 2.2. - Posto f(x) = a” per ogni x € R, si ha

—+o00 x x
-1 +00 sea>1,
/ a®dr = lim atdt= lim &= — {
o z—+o0 Jo z—+oo loga —1/loga se 0 <a<l,
0 0 1—-a” +00 se 0 <a<1,
/ a®dr = lim atdt = lim =
. a——oco [, z——occ loga 1/loga sea > 1.
“+o00 0 +oo
/ a”’da::/ a””d:r—l—/ a® dx = +oo, per ogni a > 0,a # 1.
e —oo 0

Esempio 2.3. - Considerata la funzione f(x) = 1/x per ogni = # 0, si ha:

teeq v1
/ —dr = lim —dt= lim logx —logl =+o0
1

T z—+o0 Jq t r— 400

"1 "1
/ —dzr = lim Edt: lim logl —logt = +o0.
0

x z—0t J, z—0+

-1 0

1 1
/ da::/ —dx = —o0,
o0 T 1z

Analogamente si prova che:

e quindi

01 tooq
/ —dx = (—00) + (—o0) = —o0, /1 —dx = (4+00) + (+00) = +00.

o T x

Invece 1/ non ha integrale improprio tra —1 ed 1 o tra —oo e +00, poiché esso assumerebbe la forma
indeterminata 400 — oo.
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Esempio 2.4. - Per ogni p # 1 si ha:

“+o0 x
1 1 sep>1,
/ — dac = lim — dt lim { P
z——+00 1 xa+oo se p <1,
| 1—gl-r +00 sep>1,
—dx— lim —dt = lim T P
a—0t [, tP z—0t 1—p 1/(1—-p) sep<l,

e quindi

+oo
1
/ —dm——i—oo per ogni p > 0,p # 1.
o P

n. 3 - Alcune Osservazioni ed Ulteriori Esempi

In tutto il presente paragrafo X denoterda uno degli intervalli [a,b[, Ja,b], o ]a,b], con
a € RU{—x}ebeRU{+o0}.

Osservazione 3.1. - Cominciamo con 'osservare che porremo per definizione

'Aaf@de:—iAbf@ﬂdx

coerentemente con quanto fatto nel caso di funzioni continue in un intervallo chiuso e limitato [a, b].

Osservazione 3.2. - Se f: X — R & dotata di integrale improprio tra a e b, allora per ogni o # 0

si ha: , )
/af(a:)d:x:oz/ f(z)dx

400 se a >0, —oo  sea >0,
a-(—o0) =
400  se a<0.

con le consuete convenzioni

a-(+oo)={

—00  se a <0,

In particolare, (con la convenzione —(+00) = —00 e —(—00) = +00), si ha

[ﬁﬂ@a:—vamx

Infatti se ad esempio ¢ X = [a, b], allora si ha:

b
/af()da:—hm af(t) dt—hma/f dt—ahm f dt—a/f

a

Osservazione 3.3. - In maniera simile si prova che se f e g sono dotate di integrale improprio tra

a e b, allora si ha: \ , \
[ @ +a@lds = [ @ o+ [ gtwde.

purche non si presenti la forma indeterminata +o0o — co.
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Osservazione 3.4. - Il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale puo essere esteso agli integrali
impropri, nel senso che se f : X — R ¢ continua in X, se F' ¢ una qualunque primitiva di f e poniamo
per convenzione:

F(a)=1lim F(z), e/o F(b):}:iLI%F(m),

r—a

allora I’ integrale improprio di f tra a e b € dato da

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) = lim F(x) — lim F(z),

r—b r—a

purche tali limiti esistano e non diano origine alla forma indeterminata +o0o0 — co.
Infatti, se ad esempio ¢ X = [a, b], per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale si ha:

b T
/a f(z)de = ilg%)/a f(t)dt = ilLI}) F(z) — F(a) = F(b) — F(a).

In maniera analoga si procede se X =la, b].
Infine, se X =Ja, b, allora preso arbitrariamente ¢ €]a, b[ si ha:

b c b
/f(x)d:c:/f(:c)dx+/ f(z)dx = F(c) — F(a)+ F(b) — F(c) = F(b) — F(a).

Esempio 3.5. - Consideriamo le funzioni
fla) = = irel 11 gle) = izeR
r) = ——— perognize|—1,1], x) = er ogni x .
1— .2 P g g 1+ 22 p g
Le funzioni F(z) = arcsen z e G(x) = arctg x sono primitive di f e g rispettivamente. Dalla

Osservazione precedente segue allora che

dxr = arcsen 1 — arcsen (—1) = lim arcsen z — lim arcsen z =7/2 — (—7/2) =7

L |
/1 V1— 22 z—1 z——1

+o0
1
/ —— dx =arctg (+00) — arctg (—o0) = lim arctg z — lim arctgz=n/2 — (—7/2) =7

Pertanto le funzioni 1/v/1 — 22 e 1/(1 + 2?) sono integrabili rispettivamente tra —1 ed 1 e tra —oo e
+00.

Osservazione 3.6. - (Formula di integrazione impropria per parti) -
Il metodo di integrazione per parti puo essere esteso agli integrali impropri, nel senso che se f e g
sono funzioni derivabili con derivata continua in X, allora si ha

b b
/ f(x)g'(x) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(z)g(z) da,
con la convenzione che

fla) = lim f(z), g(a) = lim g(z), ed f(b)= lim f(z), g(b)= lim g(z),

r—a x—b r—b
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purche tali limiti e gli integrali impropri esistano e non diano origine alla forma indeterminata +oo—oc.

Infatti, se ad esempio risulta X = [a, b], allora

/’f dx—hm/if ﬁ-&m@ﬂ)ﬂ@—fmmm»—/ffmmoﬁ

— lim f(2)g(z) — f(a Am/f

r—b r—b
:f@mw—ﬂ@m@—/fmmmmm

Esempio 3.7. - Ad esempio si ha

+o00 +o0o +oo
/ r?e " dx = / 2?D(—e ") dr = lim —z?e " — lim —z%e™* + / 2ue” " dx
0 0 0

r—+00 x—0

xr——+00 x—0

+o00 t+oo
= / 2eD(—e ¥)dx = lim —2xe * — lim —2ze™ " —/ —2e Ydx
0 0

= lim -2 " —1lim -2 *"=0—-(-2)=2

xr—+00 x—0

Osservazione 3.8. - (Formula di integrazione impropria per sostituzione) -
Il metodo di integrazione per sostituzione puo essere esteso agli integrali impropri, nel senso che se f
¢ una funzione derivabile con derivata continua in X, e g ¢ continua in Y = f(X), allora si ha

b ) fb)
[ att@ns@de= [ g,
a f(a)
con la convenzione che

f(a> = lim f(.%'),, ed f(b):ilig)f(x)y

r—a
purche tali integrali impropri esistano.

Infatti se G € una primitiva di g, allora G o f € una primitiva di g(f(z))f’(z), e quindi si ha:

/amwmm—mam»ﬁmwm>

r—b r—a

f(®)
= lim G(y)— lim G —/ dy.
m Gly) = Tim  Gly) ) 9(y) dy

Esempio 3.9. - Consideriamo le funzioni f(z) =logx e g(y) = 1/|y|?; si ha allora

f(x)y=1/z, f(1)=logl=0, f(2)=log2, f(+o0)= lim logz =400

T——+00

/2 L /m21d €R sep <1,
- dr= =
1 z(logz)P 0 yP Y = +o0 sep> 1.

e quindi



/Jroo 1 d /+°°1d {ER sep>1,
 dr = =
o z(logz)P log2 Y¥ Y = 400 sep <1

Esempio 3.10 - Per ogni xg € R e per ogni € > 0, posto y = x — xg, dy = dx, si ha:

Tote 1 | eR sep<l1,
——dx = — dy
. |x — zo|P o YP =400 sep>1.
Analogamente, posto y = zg — x, dy = —dx, si ha:

o 1 S| °1 eR sep<l1,
——dr = ——dy = —d
/:no—s |z — xoP /5 yP Y /0 yP Y { = 400 sep>1.

Pertanto la funzione 1/(]z — 2o|P) ha un integrale improprio convergente (rispett. divergente positi-
vamente) in ogni intorno sinistro o destro di zy se p < 1 (rispett. se p > 1).

Osservazione 3.11. - In generale, se a € R ed f é continua in |a, b, allora, posto y = x—a, dy = dz,
si ha:

/abf(w) do = /Ob_a fla+y)dy.

Analogamente, se b € R ed f é continua in [a, b[, allora, posto y = b — =, dy = —dz, si ha:

/abf(:c)dxz/bo f(b—y)dy:/ob_af(b_y)dy‘

—a

Pertanto qualunque integrale improprio esteso ad un intervallo semiaperto e limitato puo essere trasfor-
mato in un integrale improprio esteso ad un intorno destro di 0.

Osservazione 3.12. - Risulta:

b —a
/ f@de= [ f(-y)dy,

—b

con la consueta convenzione —(+00) = —00 e —(—00) = +00 .
Infatti, posto y = —z, dy = —dx, si ha:

b —b —a
/ f(x) dz = / feydy= [ ey dy.
a —a b

In particolare, se @ > 0 ed f ¢ una funzione continua nell’intervallo | — co, —a] o nell'intervallo [—a, 0],
allora si ha:

—a

+oo 0 @
f@yde= [ sepdy  oppwe [ f@yde= [ f-ndy

Pertanto qualunque integrale improprio esteso ad un intorno di —oo pud essere trasformato in un
integrale improprio esteso ad un intorno di +o00, e qualunque integrale improprio esteso ad un intorno
sinistro di 0 pué essere trasformato in un integrale improprio esteso ad un intorno destro di0.
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Esempio 3.13. - Ad esempio risulta:

—1 +o0o +o00
1 1 1 eR sep>1,
/ dfcz/ dy:/ —dy { b
—oo |zfP R Rl 1 YP = +o0 se p <1;
0 1 1
1 1 1 eR sep <1,
_1 |zP o |—yl o Y = 400 sep>1.

Esempio 3.14. - Posto y = logz, dy = (1/z)dz, essendo lim,_,glogz = —oco e log(1/2) = —log2,
si ha:

/2 9 —log2 too too g €eR sep>1,
O O R e T el
0 x|10g$|p - |y|p log 2 |_y|p log 2 yP = 400 Sepé 1.

In maniera analoga si possono calcolare gli integrali impropri della funzione 1/(x|log|z||P) negli in-
tervalli | — oo, —2],[-2,—1[,] = 1,—1/2],[—1/2,0[.

n. 4 - Alcune condizioni necessarie o sufficienti di Integrabilita

Anche nel presente paragrafo X denotera 1’ intervallo [a,b] o 1" intervallo |a,b], con a € RU {—00} e
be RU{+00} . Vogliamo dare alcune condizioni che garantiscono che 1’ integrale improprio esteso
ad X di una funzione f € convergente o divergente.

Cominciamo con la seguente

Proposizione 4.1. Se f ¢ continua in X = [a,b[, ed esiste ¢ €]a,b], tale che
(4.1) f(z) >0  (rispett. <0) per ogni T € [c, D]

allora I’ integrale improprio di f tra a e b esiste ed ¢ convergente o divergente positivamente (rispett.
convergente o divergente negativamente) .

La tesi sussiste ancora se X =|a,b] e nella (4.1) si sostituisce l'intervallo [c,b] con la,c|.

Dim.. Infatti, posto F(z) = fam f(t)dt per ogni = €]a,b], si ha che F' é una primitiva di f e risulta
F'(z) = f(z) > 0, (rispett. <0) per ogni x € [c,b[. Ne segue che F' ¢ crescente (rispett. decrescente)
in [¢,b], e quindi esiste il limite di F' per z — b, e risulta:

lirr}) F(z) =sup F(Jc,b]) € RU{+o0}, (rispett. lirr%) F(z) = inf F(Jc,b]) € RU{—00}).

Se ne deduce che 'integrale improprio di f tra a e b esiste ed é dato da

r—b

b x
/ f(x)dx =1lim [ f(t)dt= liHi F(z) € RU{+o0}, (rispett. € RU{—o0}).

come volevasi.

I ragionamento é simile nel caso X =]a, b).

Osservazione 4.2. - Dalla Prop. 4.1 e dal teorema di permanenza del segno si deduce immedi-
atamente che I’ integrale improprio di f tra a e b esiste ed & convergente o divergente positivamente,
(rispett. negativamente), se f € continua in [a, b, e il limite per z — b esiste ed é > 0, (rispett. < 0),
oppure se f & continua in ]a, b, e il limite per z — a esiste ed é > 0, (rispett. < 0).

In particolare, I’ integrale improprio di f tra a e b esiste ed & convergente o divergente positivamente,
(rispett. negativamente), se f & continua in [a,b] ed é divergente positivamente (rispett. negativa-
mente) per z — b oppure se f € continua in ]a, b] ed é divergente positivamente (rispett. negativamente)
per r — a.

Sussiste inoltre la seguente
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Proposizione 4.3. Se f ¢é definita e continua nell” intervallo X = [a,+oo[ 0 X =] — 00, b] ed esiste
loo = lim f(x), (rispettiv. lo = lim f(z)),
T—+00 T——00
allora:

a) los >0, (in particolare log = +00), = [y f(x)de = +o0,

b) los <0, (in particolare loc = —c0), = [y f(z)dx = —o0,

c) f integrabile in senso improprio tra a € +00, o tra —o0o e b, = Il =0.
Per fissare le idee supponiamo che f sia continua nell’ intervallo [a, +ool.

Dim. di a). Innanzitutto osserviamo che esistono K > 0 e ¢ € [a, +0oo] tali che
(4.2) flx) > K per ogni x € [c, +00].

Infatti, se o, = 400, basta applicare la definizione di funzione divergente positivamente e si otterra
la tesi per K > 0 arbitrario; nel caso invece in cui e I, € R, basta applicare la definizione di limite
prendendo € = I /2 e si otterra la tesi per K =l — € =l /2.

Ora, da (4.2) segue che per ogni x > ¢ si ha:

/f t)dt = /f dt+/f dt>/f dt+/ Kdt = /f )dt + K(z — ¢);

Per x — +oo I’ ultimo membro della precedente diseguaglianza tende chiaramente a 400, e quindi,
per il Test di divergenza, anche il primo membro tende a +oo. Pertanto 'integrale improprio di f
diverge positivamente, come volevasi.

Dim. di b). Si puo ragionare in maniera analoga, oppure si puo applicare la a) alla funzione — f; se ne
deduce che — f ha integrale improprio divergente positivamente, e quindi che f ha integrale improprio
divergente negativamente.

Dim. di ¢). Se fosse I # 0, sarebbe [, > 0 0 oo < 0 e quindi f avrebbe un integrale improprio
divergente positivamente o negativamente.

Ossservazione 4.4. - La precedente Proposizione costituisce una condizione necessaria per 1’
integrabilita in senso improprio di una funzione:

perché f sia integrabile il limite di f per x — oo (se esiste) deve essere uguale a 0.
Naturalmenmte tale condizione non ¢ sufficiente. Sappiamo infatti che le funzioni 1/|z|P ed 1/(z|log |z||?)
tendono a 0 per x — 400 per ogni p > 0, ma sono integrabili in un intorno di £oo solo se p > 1.

In un certo senso, per essere integrabile in senso improprio, f deve tendere a 0 “abbastanza rapida-
mente”, come verra chiarito ulteriormente in seguito.

Il teorema che segue fornisce una semplice e comoda condizione sufficiente perche 1’ integrale improprio
di una funzione sia convergente o divergente.

Teorema 4.5 - (Criterio di confronto).
Siano f, g due funzioni reali continue in X = [a,b], (rispettivamente in X =|a,b]), e supponiamo
che esista c €|a, b| tale che

(4.3) 0< f(z) <g(z) per ogni x € [c,b],  (rispettivamente per ogni x €la,c|).

Allora
I) se f; f(l') dr = 400, st ha anche f; g(m) dr = +oo;

(IT) se g é integrabile in senso improprio tra a e b, anche f ¢é integrabile in senso improprio.
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Dim. di (I). Per fissare le idee supponiamo che sia X = [a,b[. Allora, per la (4.3), per ogni x € [c, b]

si ha " "
/ g(t)dt > / f(t)dt,
e quindi

/awg(t)dt:/acg(t)dt+/cxg(t)dt2/:g(t)dt+/cxf(t)dt:/acg(t)dt—/acf(t)dt+/:f(t)dt.

Ora, se f: f(z)dx = lin%) [ f(t)dt = 400, allora I’ ultimo membro della precedente diseguaglianza

tende a +o00, e quindi, per il criterio di divergenza, anche il primo membro tende a +oo, cioe
fabg(az) dx = +o0.

Dim. di (II). Per la (4.3) e la Proposizione 4.1, I’ integrale improprio di f tra a e b & convergente o
divergente positivamente.
Ebbene, se g e integrabile in senso improprio tra a e b, allora anche f deve essere integrabile in
senso improprio, perche in caso contrario f avrebbe un integrale improprio divergente positivamente
e quindi, per quanto appena visto, anche g avrebbe un integrale improprio divergente positivamente,
contraddicendo I’ ipotesi.

Corollario 4.6. Se |f| ¢ integrabile in senso improprio tra a e b, allora anche f é integrabile in senso
1Mproprio.
Dim.. Posto f*(z) =sup(0, f(z)) ed f~(x) = sup(0, —f(x)) per ogni z € X, si ha:

0< fHa) < If(@)l, 0= f(2) <|f(2)], per ogni z € X.

Di qui per il precedente criterio del confronto segue che f™ ed f~ sono integrabili in senso improprio.

D’ altra parte, essendo evidentemente f = f* — f~, per le Osservazioni 3.2 e 3.3 si ha che anche f &
integrabile in senso improprio.

Dal criterio di confronto segue pure il seguente utilissimo

Corollario 4.7 - (Criterio di confronto asintotico).

(I) Se f<<g perx—b (rispettiv. per x — a), allora:
b b
[ilar=soe = [ lg@lde = +oc

b b
/Ig(:v)ldxeR = /|f(:c)|dx€R

(IT1) Se f=~g perxz—b (rispettiv. per x — a), allora I’ integrale improprio di |f| e I’ integrale
improprio di |g| hanno lo stesso carattere, nel senso che uno é convergente se e solo se é
convergente l’altro e viceversa uno e divergente positivamente se e solo se tale € I’ altro.

Per fissare le idee supponiamo che sia X = [a, b].
Dim. di (I). Essendo

f<<g perz—b cot limlf(z)|/lg(x) =0,
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in corrispondenza di € = 1 esiste ¢ €]a, b] tale che
|f(z)/g(x)] <1 o equivalentemente |f(x)| < |g(xz)] per ogni z € [c,b].

Per il criterio del confronto, si ha allora che se I’ integrale improprio di |f| & divergente positivamente,
tale & anche 1’ integrale improprio di |g|, mentre se 1’ integrale improprio di |g| & convergente, tale &
anche 1" integrale improprio di | f|.

Dim. di (II). Se f ~ g per x — b, cioe se f(z)/g(x) — 1 per z — b, allora, in corrispondenza di
e = 1/2, esiste ¢ €]a, b] tale che
T . 1 3 .
l—e< J(@) <l+4e, coe Zlg(x)] <|f(z)] < zlg(x)] per ognix € [c,b].
9(x) 2 2
Ora, per il criterio del confronto, si ha che:

a) sel” integrale improprio di |f| & divergente positivamente, tale & anche 1’ integrale improprio di
(3/2)|g| e quindi di |g|; viceversa se I’ integrale improprio di |g| ¢ divergente positivamente, tale
¢ anche I’ integrale improprio di |g|/2 e quindi anche |f| ha un integrale improprio divergente.

b) se |f| & integrabile in senso improprio tra a e b, tale ¢ anche |g|/2, e quindi anche |g| &
integrabile in senso improprio; viceversa, se |g| € integrabile in senso improprio, tale & anche
3|g|/2, e quindi anche |f| & integrabile in senso improprio tra a e b.

Osservazione 4.8. - Si noti che se f ~ g per z — b, (rispettiv.  — a), e risulta g(z) > 0 in
un intorno di b, (rispettiv. di a), lo stesso accade per f(z). Di conseguenza il Criterio di confronto
asintotico puo essere ulteriormente precisato nel senso che I’ integrale improprio di f e I’ integrale
improprio di g hanno lo stesso carattere.

Ovviamente a questo stesso risultato si giunge se risulta g(x) < 0 in un intorno di b o di a.

Osservazione 4.9 - 1l criterio di confronto asintotico insieme con il principio di sostituzione consente
di semplificare lo studio dell’ integrabilita in senso improprio di una funzione f. Infatti adoperando il
principio di sostituzione si trasforma la funzione f in una funzione g equivalente ad f che di solito e
molto piu semplice da studiare.

Ad esempio, volendo stabilire se una funzione f ha un integrale improprio convergente o divergente
in un intorno sinistro o destro di un numero reale zy si pud procedere come segue.

(1) Mediante il principio di sostituzione trasformiamo f in una funzione g equivalente ad f per
a:—>x8roper;1:—>x0_;

(2) se g édel tipo c¢/|x —xo|* conceR, alloral'integrale improprio di g e quindi di f sard
convergente se é a < 1, mentre sara divergente, (positivamente o negativamente a seconda del
segno di ¢), se é a > 1;

(3) se g non é del tipo  ¢/|z — xo|*, allora si calcola il limite lim, |z — x| - g(2);

(L‘—HL‘O
se tale limite é uguale a +00, vuol dire che la funzione h(x) = 1/(x —x¢) é trascurabile rispetto
a g e quindi, in un intorno sinistro o destro di x, |’ integrale improprio di f e di g é divergente
al pari dell’integrale improprio di h;
(4) se il precedente limite non esiste o é uguale a 0, allora si calcola il limite
o = Tim_g() - [z — 2/
.’,l'f—>.’,133:

se esiste a < 1 tale che [, = 0, vuol dire che g é trascurabile rispetto ad h(x) = 1/|x — x|, e
quindi g ed f sono (al pari di h) integrabili in senso improprio in un intorno sinistro o destro
di Zo-
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In maniera analoga si pué affrontare il problema di stabilire se I'integrale improprio di una funzione
f in un intorno di +00 0 —oo é convergente o divergente.

(1) Mediante il principio di sostituzione trasformiamo f in una funzione g equivalente ad f per
T — +00 0 per r — —o0;

(2) se g é del tipo  c¢/|z|* oppure c¢/|x|- |log]|z||* con ¢ € R, allora I'integrale impro-
prio di g e quindi di f sard convergente se é a > 1, mentre sard divergente (positivamente o
negativamente a seconda del segno di ¢) se é a < 1;

(3) se g non ¢ del tipo suddetto, allora si calcola il limite [y = liI:E g9(z);

se tale limite é diverso da 0, (eventualmente +o00), allora I'integrale improprio di f e di g é
divergente positivamente o negativamente a seconda del segno di ly;
(4) se lp = 0, si calcola il limite [} = hrf |z - g(x)|; se tale limite é uguale a 400, vuol dire
Tr— 00

che la funzione h(z) = 1/x é trascurabile rispetto a g e quindi I’ integrale improprio di |f| e
di |g| é divergente al pari dell’integrale improprio di h;

(5) se il precedente limite /3 non esiste o é uguale a 0, allora si calcola il limite L; = lilil | -
log|z| - g(x)]),; se tale limite é uguale a 400, vuol dire che la funzione h(z) = 1/(zlog|z|)

é trascurabile rispetto a g e quindi I’ integrale improprio di |f| e di |g| é divergente al pari
dell’integrale improprio di h;
(6) sel; ed L1 non esistono o sono uguali a 0, allora si calcola il limite [, = lirin g(x)-|z|*; se
r— =00

esiste @ > 1 tale che I, = 0, vuol dire che g é trascurabile rispetto ad h(z) = 1/]z|, e quindi
g ed f sono (al pari di h) integrabili in senso improprio in un intorno di +oc.
(7) se risulta [, = 400 per ogni o > 1, allora si calcola il limte liI:Itl g(z) - z|log |x||¥;  se
Tr— o

esiste o > 1 tale che [, = 0, vuol dire che g é trascurabile rispetto ad h(z) = 1/(z|log |z||%),
e quindi g ed f sono (al pari di h) integrabili in senso improprio in un intorno di +oo.

Nel paragrafo seguente vengono forniti alcuni esercizi sull’ uso del criterio di confronto asintotico.

n. 5 - Esercizi

Esempio 5.1. - Essendo

_akxk—i— ...... +a1:c+a0N ag

si ha che f & integrabile in senso improprio in un intorno di +00 0 —oc se e solo se e n — k > 1.
Se invece € n — k < 1, allora l'integrale improprio di f in un qualunque intorno di +00 0 —oo sara
divergente positivamente o negativamente a seconda del segno di ay, b, ed z"F.

Si ha ad esempio

—:E2—|-£L'—5N 1 222 4+ 3x—1 2

213 + 12 —4 2z’ 9(w) x4 —3x3 —2x+1 22’ per &= o0

f(z)

Pertanto g &, al pari di 2/22, integrabile in senso improprio in ogni intorno di 4-co. Invece f ha, al
pari —1/(2z), un integrale improprio divergente positivamente in ogni intorno di —oo ed un integrale
improprio divergente negativamente in ogni intorno di +oc.
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Esempio 5.2. - Consideriamo la funzione

flx) = 1 = L per ogni x €] — 0o, 0[U]1, 2[U]2, +0o0[;

(x -2z —z (2 —2)x[/2|z —1[/2

si ha evidentemente

~1/2 B 1
fx) ~ PIE per x — 0, f(:v):m per & — 17,
1/V2 1 1
f(z) ~ :c/—2 per x — 2, f(m):m::t?, per x — $o0.

Ne segue che f ha:

al pari di 1/2? un integrale improprio convergente negli intervalli | — co, —1] e [3, +o0],

al pari di 1/|z|'/? un integrale improprio convergente nell’ intervallo [—1, 0],

al pari di 1/|z — 1|*/? un integrale improprio convergente nell’ intervallo |1, 3/2],

al pari di 1/(xz — 2) un integrale improprio divergente negativamente nell’ intervallo [3/2, 2[ ed un
integrale improprio divergente positivamente nell’ intervallo ]2, 3].

Di conseguenza f ha un integrale improprio convergente nell’intervallo | — oo, 0, un integrale improprio
divergente negativamente nell'intervallo |1,2[, ed un integrale improprio divergente positivamente
nell’intervallo |2, +o0o[. Invece I integrale improprio tra 0 e +00 non esiste perche sarebbe una forma
indeterminata del tipo +o0o — .

Esempio 5.3. - Come ulteriore esempio consideriamo la funzione

T+ 2+ |z|*Va? +1
(22 —z+1)¥222+ 2 -3’

con a > 0.

fz) =

Per £ — +o0 si ha

|.,E’o¢+1 2—1/3

T+ 2+ |z[*VaZ +1~|z|*™  equindi  f(z) ~ =

22 . 32x2 - |$|5/3—a'

Pertanto per ogni a > 0, si ha che I’ integrale improprio di f ha lo stesso carattere dell’ integrale
improprio della funzione 1/|z|%/~®. Conseguentemente 1’ integrale improprio di f in un qualunque
intorno di £oo & convergente se e solo se 5/3 —a > 1, (cioe se e solo se risulta 0 < a < 2/3), ed &
divergente positivamente se e solo se 5/3 — a < 1, (cioe se e solo se o > 2/3).

Esempio 5.4. - Essendo

2+ zlog(z? + 1 2 2/4
f(z) = = twlogl@ 1) ~ z = v2/ per x — too,

B 3/27
(m3—3x+9)\/10g3(:c2—x+1) 234/81og? |z z|log |z|[*/

si ha che I’ integrale improprio di f in un qualunque intorno di +c0 ha lo stesso carattere dell’ integrale
di 1/ (x| log |o][%/2).

Essendo 3/2 > 1 tale funzione ¢ integrabile in senso improprio in un qualunque intorno di +oo, e
quindi anche f & integrabile in senso improprio.
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log(1 + x)

Esempio 5.5. - Sia f(z) = ————5—
arctg? xlog” x

per ogni = €]0, 1{U]1, 4+-o0].
Ebbene, per x — 0 si ha che
T 1

f(z) = =

22log?z  zlog?z’

dal momento che la funzione 1/zlog? z & integrabile in senso improprio nell’ intervallo ]0,1/2], (cfr.
Esempio 3.14), tale & anche la f.
Inoltre, essendo logx = log(1 + (z — 1)) ~ (x — 1) per x — 1, si ha che

16log2/m
f(l’) ~ W peI‘ xr — ].,
e quindi I’ integrale improprio di f in ogni intorno destro o sinistro di 1 ¢ divergente positivamente.
Infine risulta
log x 4/7?

f(x) ~ (7_‘_2/4) long = log:c

per x — +00.

Ebbene, per x — 400 si ha che g(z) — 0, ma z - g(z) — 400; ne segue che l'integrale improprio di g
e di f in un intorno di 400 é divergente positivamente.

In definitiva, per ogni a €]0,1[ e per ogni b > 1, l'integrale improprio di f tra 0 ed a é convergente,
mentre gli integrali impropri di f traaed 1, tra 1l e b e tra b e +00 sono divergenti positivamente. Ne
segue che anche gli integrali impropri tra a e b, tra 0 e 1, tra 1 e 400, tra a e +o0 e tra 0 e 400 sono
divergenti positivamente.

Esempio 5.6. - Evidentemente si ha
x3 1/3
Prayat=1 |0 =Tga =T per e e
J@) = g2 =~ 23

g2(z) per x — —+o0.

T

Ne segue che in un intorno di —oo I’ integrale improprio di f ha lo stesso carattere della funzione
—1/x e quindi & divergente positivamente.

Invece in un intorno di +o00, I’ integrale improprio di f ha lo stesso carattere della funzione gs(z) =
x3/2%. Ebbene, per x — +00, si ha chiaramente che

g2(z) — 0, x-ga2(x) — 0, x%ga(z) — 0 per ogni a > 1.

Ne segue che 'integrale improprio di go e di f in un qualunque intorno di 400 é convergente.

Esempio 5.7. - Evidentemente si ha:

2
T _pom per r — —oo.
3% + 22 + xlog (22 + 1) x2™*
f(l‘): —x 4 2 =
3 per x — +00,
—3x

e quindi in ogni intorno di —oo, (rispettiv. 400 ), I’ integrale improprio di f ha lo stesso carattere
dell’ integrale improprio di g;(z) = 227, (rispettiv. go(x) = —3%/z%).
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Ebbene, per © — +oo risulta ga(z) — —oo e quindi l'integrale improprio di g e di f é divergente
negativamente in un qualunque intorno di +oo.

Invece, per x — —oo si ha che g¢gi(z) -0, z-gi1(z) =0, |z[*¢1(x) — 0 perognia >1. Ne
segue che, in un qualunque intorno di —oo, l'integrale improprio di ¢g; e di f é convergente.

Esempio 5.8. - Evidentemente per x — 400 si ha:
92 log? = B 9log? B 3
f(z) x4+ 2+ zlog’(a® +z — 1) x3/2  gl/2 = 91(2) se a<gy
x) = o~
zvx + 1+ x*log(z? + 1) 9zlog’z  9logz 3
= = g2(z) se a> —.
2% logx  2x2~1 2
Pertanto se ¢ o < 3/2, allora per © — 400 si ha chiaramente che g;(x) — 0, mentre x - go(x) — +00;

questo prova che l'integrale improprio di g; e di f é divergente positivamente.

Invece, nel caso 3/2 < a < 2, allora per x — 400 si ha che ga(z) — 0 e x - g2(z) — +00 e quindi I’
integrale improprio di f in ogni intorno di 400 € ancora divergente positivamente.

Infine se a > 2, allora per * — +o0o0 si ha che ga(x) — 0, x-go(x) =0 e 2 ga(x) — 0 per ogni
B €]1,a — 1[. Ne segue che g2 ed f sono integrabili in senso improprio in ogni intorno di +oc.

In conclusione I’ integrale improprio di f € convergente se o > 2 ed ¢ divergente positivamente se ¢
a < 2.

Esempio 5.9. - Considerata la funzione f :] — oo, —1[U]0, +oo[— R tale che

(@) 1+ log? |z| 1+ log? |z|
€Tr) = = y
Vz+a22log|l+ 2| |z[2|z +1[Y2(log |z + 1)

si ha evidentemente:

log® 1
og |.%" _ Og|$’ =g1(m) per z — =00,
|z|log x| ||
~ logzx
f(x) - 7 = 921') per x — O+’
1
= g3(x) perx — —17.

\ |z 4 1]/2log |z + 1

Ebbene, per x — 00 si ha che g1(x) — 0 e che |z - g1(x)| — +00; ne segue che l'integrale improprio
di g1 e di f é divergente positivamente in ogni intorno di +oo.

Analogamente, per z — 07 si ha che x - go(7) — +00, e quindi I'integrale improprio di g5 e di f in
ogni intorno destro di 0 é divergente positivamente.

Infine, per # — —17 si ha che |z 4+ 1| - g2(x) — 0, ma |z 4 1|* - g2(x) — 0 per ogni o > 1/2. Ne segue
che per ogni a €]1/2, 1], le funzioni g, ed f sono trascurabili rispetto ad !/|x + 1|* e quest’ultima
funzione é integrabile in senso improprio in un intorno sinistro di —1. Pertanto anche g, ed f sono
integrabili in senso improprio in un intorno sinistro di —1.

In conclusione, f é integrabile in senso improprio in ogni intorno sinistro di —1, ma gli integrali
impropri di f tra —oo e —1 e tra 0 e +00 sono divergenti positivamente.

I2

Esempio 5.10. - Consideriamo la funzione f(z) =a~* con a > 1: per x — %00, si ha chiaramente

che 2% - a=%" — 0 per ogni a > 0. Ne segue che l'integrale improprio di f in ogni intorno di £oo é

convergente, e quindi f € integrabile in senso improprio in R.



SERIE NUMERICHE

In questo capitolo vogliamo dare significato alla “somma di infiniti numeri.” Per introdurre I’ argomento
consideriamo un famoso paradosso di Zenone, filosofo greco del V secolo a. C.: la corsa tra un leone e
una tartaruga.

Supponiamo dunque di avere un leone che sfida una tartaruga in una gara di corsa e naturalmente, sicuro
di se, le concede un vantaggio iniziale. Zenone argomenta che, contrariamente al senso comune, il leone
non potra mai raggiungere la tartaruga.

Infatti, supponendo che il moto avvenga su una retta, fissiamo su tale retta un riferimento cartesiano in
modo che I’ origine sia fissata nella posizione iniziale del leone ed ;1 > 0 sia la posizione iniziale della
tartaruga. Allora il leone impieghera un tempo t; per raggiungere la posizione x; occupata inizialemnte
dalla tartaruga; nel frattempo questa si e spostata nella posizione x5 e il leone impieghera un tempo
ulteriore ¢t per raggiungere la posizione xo. Ma nel frattempo la tartaruga ha raggiunto la posizione 3
e dunque il leone impieghera un tempo t3 per giungere in x3, e cosl via.

Il tempo necessario al leone per raggiungere la tartaruga sara quindi la somma degli infiniti tempi parziali
th +to+1t34+......

necessari al leone per raggiungere le posizioni x1, s, 3, ... occupate successivamente dalla tartaruga.

Trattandosi della somma di infinite quantita strettamente positive, Zenone argomenta che tale somma
debba essere infinita, e dunque e richiesto un tempo infinitamente lungo perche il leone possa raggiungere
la tartaruga; in altri termini, il leone non raggiungera mai la tartaruga, per quanto piccolo possa essere
il vantaggio iniziale concesso x1. Zenone si serve di questo e di altri simili paradossi, per dimostrare che
il movimento non esiste, che & tutta una apparenza, ecc.....

La causa del paradosso consiste nel dare per scontato che la somma di infinite quantita strettamente
positive sia necessariamente infinitamente grande. In realta se supponiamo che il leone e la tartaruga si
muovano di moto rettilineo uniforme ed indichiamo con v la velocita della tartaruga e V' la velocita del
leone, allora le leggi orarie del moto del leone e della tartaruga saranno rispettivamente

z=Vt e T = x1 + vt,

e quindi il leone raggiunge la tartaruga quando Vit = x1 + vt, cio¢ dopo un tempo T' = z1/(V —v). 1l
paradosso svanisce se si da una definizione di somma degli infiniti termini di una successione numerica che
sia coerente con il fatto che nel caso descritto sopra la somma degli infiniti tempi parziali t1,%o,... ,ty,...
sia z1/(V — v). Torneremo tra breve su questo aspetto; introduciamo ora il concetto di serie.

n. 1 - Serie numeriche Sia data una successione (a,), di numeri reali e per ogni n € N denotiamo
Sy, la somma dei primi n termini di tale successione, cioe

Sn:a1+a2+...+an:Zak.
k=1

Sy, dicesi somma parziale n-esima o anche ridotta n-esima della successione (ay, ).

Dicesi serie di termine generale a,, la successione delle somme parziali dei termini della successione
(an)n, cioe la successione

n

(a1 +as+ ...+ an)n o equivalentemente ((Z ak)n)-
k=1
1



Per questo motivo la serie di termine generale a,, viene anche denotata con i simboli

+oo
a1 +as+...+a, +...... oppure Z an, o semplicemente Z Q-
n=1

n

Siamo ora in grado di dare la seguente

Definizione 1.1. Si dice che la serie di termine generale a,, é:

oscillante o non regolare se non esiste il limite della successione (Sy,), delle somme parziali,
regolare se il lim S, esiste in R = R U {—00, +00},

n—oo

divergente positivamente se risulta lim S,, = +o0,
n—oo
divergente negativamente se risulta lim S, = —o0,
n—oo
convergente se il lim S, esiste ed appartiene ad R.
n—oo
Se la serie Y a, € convergente, il limite della successione delle somme parziali dicesi somma della
+o0
serie e viene indicato con il simbolo ) a.
n=1

La somma di una serie convergente, cioe il limite della successione delle somme parziali, rappresenta cio
che intuitivamente ¢ la somma degli infiniti termini della serie. Si noti come lo stesso simbolo

—+o0

>

n=1

stia ad indicare sia la successione delle somme parziali sia il suo limite; in genere si deduce dal contesto
in cui il simbolo viene usato, se esso rappresenta una serie, (cio¢ una successione di numeri), oppure un
numero reale, (la somma della serie).

Esempio 1 - Sia a,, = (—1)"~! per ogni n; ne segue che

1 se n e dispari,
S,=a1+a+...+a,=1—-1+1—...... = . .
0 se n € pari.

Pertanto la serie ) a, ¢ oscillante.

Esempio 2 - Sia a, = costante = « per ogni n; ne segue che S, = a; + a2 + ... + a, = na per ogni
n e quindi la serie ) a, € convergente (ed ha somma 0) se & o = 0, mentre & divergente positivamente
(rispett. negativamente) se ¢ a > 0 (rispett. a < 0 ).

Esempio 3 - Serie di Mengoli o telescopica Consideriamo la serie di termine generale

B 1 1 I
an_n(n—i—l)_n n+1’
si ha allora
1 1 1 1 1 1 1 1
= =(1-= N ). - _ -1 -
Sn=artaz+t...+an=(1-5)+(5 3)+(3 7 ( n+1) 1

e quindi la serie & convergente e la sua somma e 1.



n. 2 - Serie geometriche

Dicesi serie geometrica una serie di numeri reali diversi da zero in cui e costante il rapporto tra ciascun
termine ed il precedente; in altri termini, la serie ) a, € una serie geometrica se esiste una costante g
(detta ragione) tale che a,+1 = a,q per ogni n.

Si avra quindi as = a1q, a3 = asq = a1¢®>, a4 = asq = a1¢>,..., in generale a, = a;q""'. Pertanto
una serie geometrica ¢ completamente determinata se si conosce il primo termine a; e la ragione q. La
serie geometrica di primo termine a; e di ragione ¢ & la serie di termine generale a;q"!.

Riguardo alle serie geometriche sussiste il seguente fondamentale

Teorema 2.1. La serie geometrica ), a1q" ' di primo termine a, e di ragione q ¢é

a) convergente se —1 < ¢ <1,
b) divergente positivamente (rispett. negativamente) se ¢ > 1 ed a1 > 0, (rispett. a3 < 0),
¢) oscillante se ¢ < —1.

Se la serie é convergente, la sua somma € S = a1 /(1 —q).

Dim. Infatti se ¢ = 1, allora & a,, = a1 per ogni n e quindi, (per quanto visto nell’ esempio 1.2), la serie
diverge positivamente o negativamente a seconda che sia a; > 0 oppure a; < 0.

Invece se € g # 1 allora si ha per ogni n:

Sp=a1+a1qg+aiqg® +...+a1g"" ",
@Sn =a1q+a1¢®> + a1 + ...+ a1q™;

se ne deduce che ¢5,, — S, = a1q" — a1 e quindi che

q" —1
* Sn =aq -
( ) n 1 q— 1
Cio premesso, consideriamo i diversi casi.
Icaso : g > 1. Si ha allora lim ¢" = +o00 e quindi da (*) segue che
n—oo
im S, =400 sea; >0, e lim S, =—-00 sea; <O0.
n—oo n—oo
ITcaso : —1<qg<1. Si ha allora |g| <1 e quindi lim |¢|™ =0; d’ altra parte &
n—oo
—lal" <¢" <lq["  per ognin,

e quindi (per il Teorema dei Carabinieri) si ha che lim ¢™ = 0.
n—oo

Ne segue per (*) che lim S, = a;/(1 —q), cioé che la serie ¢ convergente ed ha per somma a;/(1 — q).

IIT caso : ¢ = —1. In questo caso non esiste il limite della successione (¢" =,= ((—1)"),, e quindi per
(*) non esiste il limite della successione (Sy,)n; la serie ¢ quindi oscillante.

1V caso : ¢ < —1. In quest’ ultimo caso si ha ¢ > 1 e quindi

ne segue che il limite della successione (¢"),, non esiste e quindi per (*) non esiste neppure il limite della
successione (Sy,),. Pertanto la serie € oscillante .



Osservazione 2.2 - Nel paradosso del leone e della tartaruga descritto nell’introduzione si era proprio
in presenza di una serie geometrica.

Infatti, dette V e v le velocita del leone e della tartaruga e dette x1,x2,x3,...... le posizioni via via
occupate dalla tartaruga si avra:

ti=x1/V, ZTpy1=xn+tyv e tpy1 = (Tpt1 —zn)/V =t,v/V.

I tempi via via impiegati dal leone nella sua rincorsa della tartaruga sono dunque i termini della serie
geometrica di primo termine ¢t; = x1/V e di ragione ¢ = v/V. Dal momento che la ragione ¢ = v/V &
chiaramente minore di 1, tale serie ¢ convergente ed ha per somma 7' =t; /(1 — q) = z1/(V —v).

Il paradosso di Zenone e dunque risolto: il leone raggiungera la tartaruga esattamente in un tempo
T =x1/(V — v) cosi come prevede la Fisica.

Osservazione 2.3 - Le serie geometriche intervengono in innumerevoli problemi pratici e teorici; uno
di essi e per esempio la ricerca della "frazione generatrice di un numero razionale”.

Consideriamo ad esempio il numero razionale z = 0, 535353 ... = 0, 53; esso pud essere interpretato come
la, somma della serie

53-10724+53-1074+53-107+53- 1078 +...... :

si tratta evidentemente di una serie geometrica di primo termine x; = 53 - 1072 e di ragione ¢ = 1072, e

quindi la sua somma &
;. _ 53-1072 53 53

1-¢ 1-102 100—1 99

Pertanto 53/99 & la frazione generatrice del numero razionale x = 0,535353... = 0,53.

Conseguentemente la frazione generatrice del numero 3,2153 ¢ data da:

3 92153 — 321+0,53 321+ (53/99)  321(100 — 1) + 53 32153 — 321
’ - 100 N 100 N 9900 N 9900

In generale la frazione generatrice del numero razionale 0,¢1¢3 ... ¢, ha per numeratore cics...c, e per
denominatore il numero formato da r cifre tutte uguali a 9.

Invece la frazione generatrice del numero razionale
ajag ...akg, b1b2 oo bhclcg e Cp = 10_h ca1a9 ... akblbg .o bh, C1C2...Cp

haJper numeratore
alag...akblbz...bhclcg...cr«—-alaz...ak,blbg...bh

e per denominatore il numero formato da r cifre tutte uguali a 9 seguite da h cifre tutte uguali a 0.

n. 3. - Le principali proprieta

Innanzitutto osserviamo che dai teoremi sul limite della somma e del prodotto di due funzioni si deduce
immediatamente la seguente:

oo oo
Proposizione 3.1 -. Se > a, e >_ b, sono due serie numeriche convergenti o divergenti, allora risulta:
n=1 n=1

S (an+b0) =D an+ > b,
n=1 n=1 n=1

purché mon si presenti la forma indeterminata +00 — oo.



Inoltre, per ogni o € R, # 0, si ha

0 0
SURENS o
n=1 n=1

con le consuete convenzioni sul prodotto di un numero reale diverso da 0 per +oo.

D’altra parte dal teorema sul limite delle funzioni crescenti o decrescenti si deduce la seguente

Proposizione 3.2 -. Se (ay,), € una successione a termini ”definitivamente positivi”, cioé tale che

dne N tale che VYn>mn : a, >0,

o0
allora la serie Y a, € convergente o divergente positivamente.
n=1

Dim. In effetti, considerata la successione (.S,,),, delle somme parziali, risulta
Sn+1 = Sn + @nt1 > Sp per ogni n > 7.

Pertanto (S,),>7 € crescente e quindi tende al suo estremo superiore S € R U {400} ; ne segue che
(&)

(Sn)nen tende ad S, cioé che la serie Y a, é convergente o divergente positivamente, come volevasi.
n=1

Proposizione 3.3 - (Condizione necessaria per la convergenza di una serie).
oo

Se la serie Y ay € convergente, allora il limite della successione (ay,), esiste ed € uguale a 0.
n=1

Dim. Infatti, detta .5,, la somma parziale n-sima della serie ed S la sua somma, si ha:

an=8,—S,-1—95—-8=0 per n — oo.

Proposizione 3.4 -. Se il limite per n — oo della successione (ay,), esiste ed € > 0, (in particolare
+00), allora la serie ), a, € divergente positivamente.

Dim. In effetti, per il teorema di permanenza del segno, esiste m € N tale che risulti a,, > 0, per ogni
n > n. Ne segue, per la Prop. 3.2, che la serie é convergente o divergente positivammente; inoltre essa non
pué essere convergente, (altrimenti la successione (a, ), tenderebbe a 0). Pertanto la serie é divergente
positivamente.

o0 o0
Osservazione 3.5 - Naturalmente dalla Prop. 3.4 e dal fatto che ) a, = — > (—ay), si deduce che
n=1 n=1
oo
se il limite per n — oo della successione (ay,), esiste ed é < 0, (in particolare —o0), allora la serie Y a,
n=1

¢é divergente negativamente.

Osservazione 3.6 - Il fatto che (a, ), tenda a 0 per n — oo é una condizione necessaria ma non sufficiente
o0

per la convergenza della serie > ay,.
n=1

Vedremo tra breve come esistano serie divergenti, anche se la successione dei suoi termini tende a 0. In
sostanza, affinché la serie sia convergente i suoi termini devono tendere a 0 ”abbastanza rapidamente”.



n. 4. - Criteri di convergenza o divergenza

In questo paragrafo stabiliremo dei criteri che ci permetteranno di stabilire se una serie é convergente o
divergente.

Cominciamo con l'osservare che le serie numeriche sono intimamente connesse al concetto di integrale
improprio. Infatti, data la successione numerica (a,,),, e considerata la funzione f : [0,400[— R tale che
f(x) = a, per ogni x € [n — 1,n| e per ogni n € N, allora si ha chiaramente:

Z ap = / f(z)dx per ogni n € N,
k=1 0

o

e quindi la serie ) a, € convergente, divergente o oscillante se e solo se tale & 'integrale improprio di
n=1

f tra 0 e +00. Ne segue che alle serie numeriche si potranno estendere tutte le proprieta degli integrali

impropri, come si vedra in seguito.

D’ altra parte si dimostra la seguente fondamentale
Proposizione 4.1 - ( Criterio di confronto con un integrale improprio).

oo
Sia f :[1,+o00[— R una funzione continua, decrescente e positiva; allora la serie Y f(n) é convergente
n=1

o divergente positivamente se e solo se tale é l'integrale improprio f1+oo f(z)dx.
Dim. In primo luogo osserviamo che, dal momento che risulta f(z) > 0 per ogni x > 1, sia la serie
[e.e]

>~ f(n) che I'integrale improprio f;roo f(x) dx sono convergenti o divergenti positivamente.

D’ altra parte, dal momento che f & decrescente, per ogni k € N si ha

k

fk) < f(z) < f(k—1) perognize€[k—1k], equindi f(k)< flx)dx < f(k—1).
k—1

Ne segue che, posto S, = > f(k) per ogni n ed F(x fl t) dt per ogni z, si ha:
k=1

wmar =3 S0 < [ @ de=F) <Y [0 =80 peroguineN.
k=2 1 1

Pertanto le successioni (Sy,), ed (F(n)), sono entrambe limitate (e quindi convergenti) o entrambe
illimitate superiormente (e quindi divergenti positivamente); questo prova la tesi, poiché il limite di
(F(n)), é proprio l'integrale improprio di f tra 1 e +oo.

Esempio 4.2 - Ad esempio per ogni a > 0 la funzione f(x) =1/x® é continua, decrescente e positiva.
Ne segue che la serie Z (1/n%) ha lo stesso carattere dell’integrale improprio f1+oo(1 /x%) dx, e quindi é

convergente se o > 1, dlvergente positivamente se o < 1.

o0
La serie ) 1/n é una serie importante; essa prende il nome di serie armonica; in generale, la serie
n=1

oo
> 1/n“ prende il nome di serie armonica generalizzata.
n=1

Si noti che, (come anticipato nella Osserv. 3.6), la successione (1/n%), tende a 0 per ogni a > 0, ma
oo

la serie > 1/n® é convergente solo se a > 1, cioé solo se il termine n—simo tende a 0 abbastanza
n=1
rapidamente.



* 1
Esempio 4.3 - Analogamente la serie >, ————— ha lo stesso carattere dell’integrale improprio
, n=2 n(logn)"
f;oo W dx, e quindi é convergente se « > 1, divergente positivamente se a < 1.

La proposizione seguente fornisce un criterio per stabilire il carattere di una serie semplicemente con-
frontandola con una serie di cui si conosce il carattere.

Proposizione 4.4 - (Criterio di confronto ).

o0 o0
Siano Y an e Y b, due serie numeriche e supponiamo che esiste 1 tale che
n=1 n=1

0<a,<b, perogni n>n.

Allora si ha che

o0 o0
a) se la serie Y a, € divergente positivamente, anche _ b, € divergente positivamente;

o0 o0
b) se la serie Y b, é convergente, anche la serie Y, a, é convergente.

n n
Dim. Posto S, = > ar e T, = > by, per ogni n > n si ha :
k=1 k=1

Sn="S+ Y ax<Su+ Y bp=Su+T,—Th
k=n—+1 k=n-+1
Ne segue sia la a) che la b).

Infatti, se (S,), diverge positivamente, anche (7},),, diverge positivamente, e questo prova la a). Vicev-
ersa, come vuole la b), se (7},),, é convergente, allora anche (S,,),, deve essere convergente, perché in caso
contrario dovrebbe essere divergente positivamente, ed allora anche (T},),, sarebbe divergente positiva-
mente.

Dal criterio di confronto discende immediatamente il seguente

o0 o0
Corollario 4.5 . Se la serie Y, |a,| € convergente, allora anche la serie Y a, é convergente.
n=1 n=1

Dim. Osserviamo che, posto 27 = max(0,z), 2~ = max(0,—z) per ogni = € R, risulta
=zt -2, |zg[=2"+27, 0<az"<|z|, 0<a <|[|z|.

Si ha dunque che 0 <a} <l|a,|, 0<a, <la,| perognin elaserie Y la,|é convergente; se ne
deduce, per il criterio di confronto, che anche le serie di termine generale a; ed a, sono convergenti, e

dunque (per la Prop. 3.1) che é convergente la serie di termine generale a,, = a;f — a,, .

[ee]
Osservazione 4.6 - Se la serie Z lan| é convergente, si dice che la serie ) a, é assolutamente
=1 n=1

convergente; pertanto il precedente Corollario pué essere enunciato dicendo che

Ogni serie assolutamente convergente € convergente.

I successivi Criteri della radice e del rapporto consentono di studiare il carattere di una serie confrontan-
dola implicitamente con una serie geometrica.
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o0
Proposizione 4.7 - (Criterio della radice). Se > a, € una serie a termini > 0 ed esiste il limite
n=1

(4.1) lim ¢/a, =1 € [0, +oo[U{+o0},

n—oo

o0
allora la serie Y a, € convergente se 1 < 1, divergente positivamente se | > 1.
n=1

oo
Invece, nel caso Il =1, nulla si pud concludere sul carattere della serie Y, a,.
n=1

Dim. Supponiamo che sia [ # 1 e sia ¢ un numero reale compreso [ ed 1.
Nel caso [ < 1, si ha lim /a, =1 < q e quindi, per la variante del teorema di permanenza del
n—oo

segno, esiste n tale che per ogni n > n risulta:

Va, <q, e dunque an < q".
Ebbene, la serie di termine generale ¢" é una serie geometrica di ragione ¢ < 1, e quindi é convergente;
ne segue, per il criterio di confronto, che anche la serie di termine generale a,, é convergente.

Nel caso [ > 1, il procedimento é esattamente lo stesso, sostituendo dappertutto < con >; questa volta,
perd, la serie geometrica di ragione ¢ > 1 é divergente positivamente e quindi anche la serie di termine
generale a, é divergente positivamente.

Nel caso [ = 1, si vede facilmente che la serie ) a, potrebbe essere convergente o divergente. Ad
esempio, nel caso a, = 1/n%, si vede facilmente che risulta

lim /a, = lim e(®/™ee/n) — 0 — 1 per ogni a > 0,

n—oo [ee)

ma la serie di termine generale a,, é convergente se a > 1 ed é divergente positivamente se o < 1.

o0
Proposizione 4.8 - (Criterio del rapporto). Se > a, € una serie a termini > 0 ed esiste il limite

n=1
(4.2) lirréo ant1/an =1 € [0, +oo]U{+o0},
n—
o0
allora la serie Y a, € convergente se | < 1, divergente positivamente se | > 1.
n=1
oo
Invece nel caso | = 1, nulla si pué concludere sul carattere della serie > a,.
n=1

Dim. Supponiamo che sia [ # 1 e sia ¢ un numero reale compreso [ ed 1.

Nel caso l < 1,si ha  lim apy1/a, =1<¢q, e quindi, per la variante del teorema di permanenza del
n—oo

segno, esiste n tale che per ogni n > n risulta

Gp < - Qp_1, e quindi an < ¢ " an = (an/q") - ¢".

Come prima, la serie di termine generale (az/q") - ¢ é una serie geometrica di ragione ¢ < 1, e quindi é
convergente; ne segue che anche la serie di termine generale a,, é convergente.

Nel caso [ > 1 il ragionamento é simile, scambiando < con > ed osservando che ora la serie geometrica é
divergente positivamente.

Anche ora, nel caso [ = 1, non si pué concludere né che la serie é convergente e neppure che é divergente.
Ad esempio, posto a,, = 1/n®, si ha che

lim ap41/a, = lim [n/(n+1)]* =1, per ogni o > 0,

ma la serie di termine generale a,, é convergente se a > 1 ed é divergente positivamente se o < 1.



Osservazione 4.9 - Si noti che se il limite (4.1) (rispett. (4.2) ) é maggiore di 1, allora non solo la serie
> a, ma anche la successione (a, ), é divergente positivamente.
n

Infatti in tal caso sé visto che esistono ¢ > 1 ed n € N tali che a,, > ¢" (rispett. a, > (an/q™) - q") per
ogni n > 7 e la successione (¢"),, é divergente positivamente.

Dal criterio di confronto consegue infine la seguente

Proposizione 4.10 - (Criterio di confronto asintotico).

Siano > an € > by, due serie numeriche a termini non nulli. Si ha allora che
n n

oo o0
a) se (an)n € asintoticamente equivalente a (by)n, allora le serie Y |an| e > |by| hanno lo stesso
n=1 n=1
carattere, cioé sono entrambe convergenti o entrambe divergenti positivamente;

o0
b) se (an)n € asintoticamente trascurabile rispetto a (by)n € la serie Y |a,| é divergente positiva-
n=1

o0
mente, anche la serie Y |b,| € divergente positivamente;
n=1

oo
c) se (an)n asintoticamente trascurabile rispetto a (by), € la serie > |by| € convergente, anche la
n=1

o0
serie Y |an| € convergente.
n=1

Dim.. Infatti, la tesi discende dal criterio di confronto e dal fatto che se (a, ), é asintoticamente equiva-
lente a (by,)n, (rispettivamente se (a, ), é asintoticamente trascurabile rispetto a (b)), si ha

lim |ay|/|bn] =1, (rispettiv. =0),
n—oo
e quindi in corrispondenza di € = 1/2, (rispettiv. € = 1), esiste n tale che
1 3 . . . _
§|bn| <lan| < §|bn], (rispettiv. 0 < |an| < |bnl), per ogni n > n.

Poiché le serie di termine generale |by,|, |b,|/2 € 3|b,|/2 hanno lo stesso carattere, la tesi discende chiara-
mente dal precedente criterio di confronto.

Osservazione 4.11. - Si noti che se a,, >~ b,, per n — oo, e risulta b,, > 0 in un intorno di 400, lo stesso
accade per a,. Di conseguenza il Criterio di confronto asintotico puo essere ulteriormente precisato nel
senso che le serie di termine generale a,, e b, hanno lo stesso carattere.

Ovviamente a questo stesso risultato si giunge se risulta b, < 0 in un intorno di +oc.

Osservazione 4.12 - 1l criterio di confronto asintotico insieme con il principio di sostituzione consente
oo

di semplificare lo studio del carattere di una serie. Infatti, per studiare il carattere della serie ) a,
n=1
possiamo procedere come segue.

(1) Mediante il principio di sostituzione trasformiamo la successione (a,), in una successione asin-
toticamente equivalente (by,),, che in genere é molto pit ”abbordabile”;

(2) se (bn)n € del tipo  ¢/n® oppure ¢/[n- (logn)?] con ¢ € R, allora le serie di termine
generale b, ed a, saranno convergenti se ¢ o > 1, mentre saranno divergenti (positivamente o
negativamente a seconda del segno di ¢) se é a < 1;

(3) se la serie di termine generale b, é una serie geometrica, cioé del tipo b, = cq™, allora le se-
rie di termine generale b, ed a, saranno convergenti se é |g| < 1, mentre saranno divergenti

(positivamente o negativamente a seconda del segno di ¢) se é ¢ > 1;
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(4) se (by), non é dei tipi suddetti, allora si calcola il limite Iy = lim by;

n—oo
se tale limite é diverso da 0, (eventualmente +o00), allora le serie di termine generale b,, ed a,
sono divergenti positivamente o negativamente a seconda del segno di ly;
(5) se lp = 0, si calcola il limite [y = lim n-b,; se tale limite é uguale a +o00, vuol dire che la

n—oo

successione (1/n), é trascurabile rispetto a (b, ), e quindi le serie di termine generale |b,| e |a,|
sono divergenti al pari della serie armonica;
(6) se il precedente limite /1 non esiste o é uguale a 0, allora si calcola il limite L; = lim n-logn-b,;

n—oo
se tale limite é uguale a +00, vuol dire che la successione (1/(nlogn)), é trascurabile rispetto a
(bn)n € quindi le serie di termine generale |b,| e |a,| sono divergenti al pari della serie di termine
generale (1/(nlogn))n;
(7) se ly ed Ly non esistono o sono uguali a 0, allora si calcola il limite I, = lim b, - n%;

n—oo
se esiste a > 1 tale che [, = 0, vuol dire che (b,), é trascurabile rispetto ad 1/n®, e quindi le
serie di termine generale b,, e a,, sono convergenti al pari della serie di termine generale (1/n%)),;
(8) se risulta l, = oo per ogni a > 1, allora si calcola il limte L, = lim b, - n(logn)®;
n—oo

se esiste a > 1 tale che L, = 0, vuol dire che (b,),, é trascurabile rispetto ad 1/(n(logn)®), e
quindi le serie di termine generale b,, e a,, sono convergenti al pari della serie di termine generale

(1/n(logn)®))n;

(9) se tutti i precedenti confronti sono falliti, si cerca di applicare alla serie Y~ |b,|, (anziché
direttamente alla serie Y. 7 |ay|), uno degli altri criteri di convergenza per le serie, quali il
criterio del rapporto, della radice, del confronto con un integrale, ecc.

Esempio 4.13 - Ad esempio le serie di termine generale

) a//_ n+Vn+1 a///_ 1
’ (n2 +2)log*(n2 + n + 1)’ T2 —n? 420 -5

1
/ — 1 : (
a, n + lsin 21

sono convergenti essendo asintoticamente equivalenti rispettivamente alle serie di termine generale

/_@_ 1 72 n o 1/4 ///_i_ n
bn = n2  n3/2’ bn_471210g2n_nlog2n7 b = 2n = /2"

Invece le serie di termine generale

1 3"
a%:(n2—3n+5)10g(1+ i ), al = nr , a;:’zjin\/ﬁ
nt—2 (n? +1)y/log(n? + 1) ns + 2n

sono divergenti positivamente essendo evidentemente

2n 2 1 3"
/ 2 1 " 2 n
(L ~Y . [ S — (l ~ - (L ~ . — 3 .
S e Ty " ny/2logn’ VAL (3/2)

. R . .= c|logn|?

Esempio 4.14 - Se la serie ) a, viene trasformata nella serie ) —————
n=1 n=1 n

gente se é o > 1, mentre sard divergente (positivamente o negativamente a seconda del segno di ¢) se é

a<l1.

, allora essa sara conver-

Infatti se o < 1 si ha chiaramente

: | log n|”
lim n ————
o

n—oo

= lim n'"%logn|® = +o0;

n—oo
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invece se « > 1, allora scelto v €)1, si ha

lim n
n—oo

log n|? log n|?

llognl? - Jlognl?
no n—oo N

Ad esempio essendo

, (n+1)log®(n® —2n2 +3n —1) Inlog®n  9log® n
a = ~

" n2vn+2+nlog(n +1) T on2yn n3/2 7
g hvet+ 1 n-n?3  1/4
n3log?(n2 +2) ~ 4n3log?n  n*/3log® n’
o = (n*+1) 10g3(2n2 +3n—1) N 8n?log® n _ 8log®n
" nvn3 + 2+ nlog(n + 1) nb/2 ni/2 7

si ha che le serie di termine generale a/, ed a!/ sono convergenti, mentre la serie di termine generale a é

divergente positivamente.

Esempio 4.15 - Consideriamo la serie di termine generale

3"+ n—nyn2—-2n+5

T 27 4t 42 log?(n2 +n — 1)

G,

Essa é chiaramente asintoticamente equivalente alla serie di termine generale b,, = 3"/ on” Applicando
ora il criterio della radice alla serie di termine generale b,, si ha che

lim {/b, = lim 3:0<1,

n— 00 n—oo 2N

e quindi che essa é convergente. Ne segue che anche la serie di termine generale a,, é convergente. (Si noti
che I’ applicazione del criterio della radice direttamente alla serie di termine generale a,, sarebbe stata
molto pit complessa).

Come ulteriore esempio consideriamo la serie di termine generale

B n!+n3—n\/n2+1.

n2" 4+ 3™ + logn

chiaramente essa é asintoticamente equivalente alla serie di termine generale b, = n!/3", poich risulta
nvn?+1<<n®<<n! e logn<<n2"<< 3"
Applicando a tale serie il criterio del rapporto si ha:

n nr 3" 1
limb+1zlim 7(71_‘_ ) 3 im

n—oo b, n—oo Jn+1 n! T %o

e quindi la serie di termine generale b, é divergente positivamente. Di conseguenza anche la serie di
termine generale a,, é divergente positivamente.
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n. 5 - Serie a termini di segno alterno

Sappiamo che se una serie ) a, € a termini positivi, (o perlomeno positivi da un certo indice 7 in poi),
allora la serie é convergente o divergente positivamente e possiamo applicare uno dei criteri (del confronto
asintotico, della radice o del rapporto) per sapere se é convergente o divergente.

Se la serie apnon ¢ a termini positivi, possiamo applicare uno dei criteri suddetti alla serie a temini
n ?

positivi ) |an|. Se tale serie é convergente, sard convergente anche la serie ) ay; se invece essa é

divergente, allora la serie ) a,, potrebbe essere convergente, divergente o anche oscillante.

La situazione é particolarmente interessante se i termini della serie sono alternativamente positivi e
negativi. In tal caso sussiste la seguente
Proposizione 5.1 - (Criterio di Leibnitz per le serie a a termini di segno alterno.

Sia Y a, una serie a termini di segno alterno, cio€ tale che  a, - ant1 <0  per ognin € N.
n

Se la successione (|an|)n € decrescente e infinitesima, allora la serie ), a, € convergente e risulta

n

oo
(*) ‘Zan - Zak‘g\awrﬂ per ognin € N .
n=1 k=1

Dim. Per fissare le idee, supponiamo che sia a,, > 0 per ogni n dispari ed a,, < 0 per ogni n pari e sia S,
la somma parziale n-sima della serie. Si dimostra allora che

a) la successione (Sa, ), delle somme parziali di indice pari é crescente e quindi tende al suo estremo
superiore S’ € RU {400},

b) la successione (Sa;,—1), delle somme parziali di indice dispari é decrescente e quindi tende al suo
estremo inferiore S” € RU {—o0},

c) risulta che S’ = S”" € R

d) posto S =5"=S5" perognin € Nrisulta 0<S— 5, <l|agpt1|, 0<S9,-1 =85 <laznl,

e) |Sn — S| < lanyt1| per ogni n € N e quindi S,, — S per n — oo .

Dim. di a) e b) . Infatti, per ogni n € N risulta |ay,| > |an+1| € quindi:

Sont2 — San = Aapt1 + A2nt2 = |a2n+1| — |azny2| >0,

Sont+1 — San—1 = G2p + G2p41 = |G2n41]| — |az,| 0.
Dim. di ¢). Da a) e b) segue che
S/ - SH = lim Sgn — lim Sgn_l = lim Sgn - Sgn_l = lim ag2p = lim —’agn‘ = 0,

e quindi che S’ = S§” € R.

Dim. di d). Essendo S = sup,, Sa,, = inf,, So,—1, per ogni n si ha:  So, < 5 < Sopy1 < Sop1, €
quindi:

0<S— 52, <Sopt1— Son = a2nt1 = lazn+1| € 0<S9,1 =8 < Sop_1 — Sap = —ag, = |az,].
Dim. di e). Da d) segue la diseguaglianza |S — S| < |a,+1| per ogni n € N e quindi che
S — ‘an-i-l’ <S5, <S5+ ‘an-i-l’ per ogni n;

se ne deduce che (S,), tende ad S, in virtu del teorema dei carabinieri.
Esempio 5.2 - Consideriano la serie

— (—1)"! 1 1 1
Z (Gl =l—-c+-——...... , (detta serie armonica alternata);
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evidentemente si tratta di una serie a segni alterni e la successione dei valori assoluti dei termini della serie
é la successione (1/n),, che é chiaramente decrescente e infinitesima; ne segue che tale serie é convergente.

Analogamente le serie di termine generale (—1)"sin(1/n) e (—1)"tg(1/n) sono convergenti.

Osservazione 5.3 - Ovviamente, la Prop. 5.1 sussiste ancora se la successione (|ay|),, é decrescente da
un certo indice 7 in poi. Naturalmente in tal caso la (*) vale per ogni n > n.

Osservazione 5.4 - E’ altrettanto evidente che se esiste una funzione derivabile f : [1,+o0[— R tale
che f(n) = |a,| per ogni n € N, allora per verificare che la successione (|a,|), é decrescente, (perlomeno
da un certo indice in poi), basta dimostrare che f é decrescente, (perlomeno da un certo punto  in poi),
e quindi che risulta f’'(x) < 0 per ogni > 1 (o perlomeno per ogni z > ).

Ad esempio consideriamo la serie di termine generale

2"+n+1)

:_1n—1<
an = (=1) n2" +1

Evidentemente si tratta di una serie a termini di segno alterno e la successione (|a,|), é asintoticamente
equivalente alla successione (1/n),, e quindi é infinitesima per n — co.

Per vedere se la successione (|a,|,) é decrescente oppure no, consideriamo la funzione

2% 1
f(z) = a:;iﬁ——l_l per ogni = € R;
si ha evidentemente che f é derivabile, che f(n) = |a,| per ogni n € N e con semplici calcoli si trova che
risulta

4% 4+ (2?2 + 2 —1)2%log2 +2% — 1
(227 4+ 1)2

f(x) = <0 perognix>1.
Pertanto f é strettamente decrescente nell’intervallo [1, +o0o[ e quindi la successione (|ay,|),, é strettamente
decrescente. Ne segue che la serie di termine generale a,, é convergente.

Osservazione 5.5 - Se una serie é convergente, allora la somma parziale n—sima é un’approssimazione
della somma della serie, con un errore che é tanto pii piccolo quanto pit é grande é n.

Nel caso di una serie a segni alterni, la (*) fornisce una stima dell’errore dell’approssimazione; volendo
approssimare la somma S della serie con un errore minore di un fissato margine di tolleranza e, basta
scandire i valori assoluti dei termini della serie fino ad incontrare il primo termine il cui valore assoluto
¢ minore di ¢; la somma dei termini precedenti approssima S con un errore minore di €.

6 - Serie di potenze (cenni)

oo oo
Consideriamo una serie del tipo Y. a,z™ o meglio del tipo . a,z" = ag+a1z+asx®+...+a,z"+....
n=1 n=0

Per ovvi motivi una serie siffatta dicesi serie di potenze e i numeri ag,a1,as,... .ay,,... diconsi i
coefficienti della serie di potenze.

Per ogni n la somma parziale n—sima della serie é un polinomio di grado < n, e quindi la serie pu6 essere
interpretata come una successione di polinomi. E’ interessante capire per quali valori di x tale successione
di polinomi é convergente, divergente o oscillante. Questo equivale a chiedersi per quali valori di z la
serie é convergente, divergente o oscillante.

A titolo di esempio consideriamo la serie

et con ay= ]
an L 1 Ay — ———
nZO” "o3ng]
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e chiediamoci per quali valori di x la serie é convergente, divergente o oscillante.
Per x = 0, ogni somma parziale coincide con ag = 1/2 e quindi la serie é convergente; possiamo perci6
supporre x # 0 ed applicare il criterio del rapporto alla serie di termine generale |a,z™| > 0.

Si ha allora che

(n+13+1 3"+1 1 |z

anre™ ()01 81 [ . TP
n3+1 3ntl 41 3 3

lan, x| 3t 41 w341 |zfn

~ [a]

Dal criterio del rapporto si deduce allora che la serie ) |a,z™| é convergente se risulta |z|/3 < 1, ed é
divergente positivamente se |x|/3 > 1.

Pertanto, per ogni « €] —3, 3] la serie ) |, a,x™ é assolutamente convergente e quindi convergente. Invece,
per ogni = ¢]—3, 3] la serie di termine generale a,, 2™ non é convergente, perché altrimenti dovrebbe aversi
che a,z™ — 0 e quindi che |a,z"| = a,|z|™ — 0, ed invece si ha chiaramente

aplz|" = n® - (2] /3)" — +oc.

In particolare la serie é divergente positivamente per ogni x > 3, (perché la serie é a termini positivi e
non é convergente), mentre nel caso z < —3 la serie é oscillante.

La situazione incontrata nell’esempio precedente é tipica delle serie di potenze. In effetti, si dimostra che

Teorema 6.1 - (sul raggio di convergenza).
Per una qualunque serie di potenze ) a,x" sussiste una delle sequenti alternative:

a) la serie € assolutamente convergente (e quindi convergente) per ogni x € R,

b) la serie converge (assolutamente) solo per x =0,

c) esiste v > 0 tale che la serie € assolutamente convergente (e quindi convergente) per ogni
x €] —r,r[, e non converge in nessun punto x esterno all’intervallo | —r,r|.

Nel caso c¢), il numero r > 0 soddisfacente la tesi é unico e dicesi raggio di convergenza della serie;
Uintervallo | — r,r| dicesi intervallo di convergenza .

Nel caso a) o b) lintervallo di convergenza é | — oo, +o00[ e {0} rispettivamente; per questo motivo si dice
che il raggio di convergenza della serie é r = +00 nel caso a) ed r =0 nel caso b).

Dim. L’unicitd del numero r soddisfacente la c¢), é ovvia perché se esistessero due numeri distinti 7
ed ro soddisfacenti la c), nel punto medio del segmento di estremi r; ed ry la serie dovrebbe essere
contemporaneamente convergente e non convergente.

Per quanto riguarda la dimostrazione delle rimanenti parti della tesi, ci limiteremo a considerare il caso
particolare (ma significativo) in cui esiste il

(6.1) lim |a,/an+1] =17 € [0, +o0].

n—0o0

Dimostreremo che r é proprio il raggio di convergenza della serie.

Infatti, tenuto conto del fatto che la serie di termine generale a,x™ é sicuramente (assolutamente) con-
vergente per x = 0, limitiamoci a cercare i numeri z # 0 per cui la serie é assolutamente convergente. A
tal fine, per ogni & # 0, applichiamo il criterio del rapporto alla serie di termine generale |a,z"|; si ha
allora che

| nt) 0 nel caso r = +o0,
lim M1 1 _ z| - lim |a,i1/an] = +o0 nel caso r = 0,
|ana™| i
n— oo Q. T n— oo
" || /7 nel caso r €0, +o0l.

Ne segue che nel caso r = +00 la serie di termine generale |a,x™| é convergente per ogni x # 0, e dunque
la serie di termine generale a,z" é assolutamente convergente (e quindi convergente) per ogni = € R.
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Invece, nel caso r = 0, per la Osservazione 4.9, si ha che per ogni x # 0 la serie e la successione di termine
generale |a,z"| sono divergenti positivamente e quindi la serie ) a,z™ non é convergente, (altrimenti
n
dovrebbe aversi che a,z™ — 0).
: . L v - v
Infine nel caso r €]0, 400 si ha che la serie ) a,z" é assolutamente convergente (e quindi convergente

n
se |x|/r < 1 cioé se |z| < r; invece, se |x| > r, (e quindi |x|/r > 1|), per la Osservazione 4.9, si ha che la

serie e la successione di termine generale |a,z"| sono divergenti positivamente, e quindi la serie ) a,z™
n
non é convergente.

Pertanto si ha il caso a) se r = 400, il caso b) se r = 0; infine, se r €]0, +o00|, allora r soddisfa la c).

Osservazione 6.2 - Adoperando il criterio della radice invece che il criterio del rapporto, si pud
dimostrare in maniera analoga che se esiste

(6.2) lim {/1/|a,| =r € [0,+o0],

allora r é il raggio di convergenza della serie.

Pertanto abbiamo due metodi alternativi per calcolare il raggio di convergenza di una serie di potenze.
Ovviamente, se i limiti (6.1) e (6.2) esistono entrambi, devono coincidere.

Osservazione 6.3 - Il comportamento di una serie negli estremi dell’intervallo di convergenza va studiato
caso per caso, poiché ci sono serie convergenti in entrambi gli estremi, in uno solo di essi o in nessuno dei
due. Ad esempio, adoperando la (6.1), si vede facilmente che le serie

Z$”, Zx"/n, Zx”/n2

hanno lo stesso raggio di convergenza r = 1, perd la prima non converge in nessuno degli estremi
dell’intervallo | — 1,1[, la seconda converge per x = —1 e diverge positivamente per z = 1, l'ultima
converge sia per x = —1 che per x = 1.

Osservazione 6.4 - Data la serie di potenze

o0
(6.3) a0+a1$+a2x2+...+anm"+...:Zanx”,
n=0
consideriamo la serie delle derivate e la serie delle primitive:
(6.4) a1 + 2a0x + 3azx® + ...+ napz . = Z na,x" 1,
(6.5) aox + (a1/2)2” + (a2/3)2° + ...+ (an/(n+ 1)2" ™ + .. = (an/(n+ 1)z
n=0

evidentemente sono anch’esse serie di potenze, e quindi hanno anch’esse un loro raggio di convergenza.
Ebbene si pué dimostrare che tali serie hanno lo stesso raggio di convergenza r della serie (6.3).

Questa affermazione é pressocché evidente se esiste il limite (6.1), perché in tal caso si ha

lim ni‘_ lim ’ lim —— = lim ‘—7‘6[0 +00],
n— 00 (n—|—1 An41 —ool Ap41 n—oon + 1 n—ool @yp41

n 1 2 n
lim w‘_ ‘ i T o] ‘_ € [0, +0d],

1
n—oo an+1/(n—|—2) n—oo N + 1 n—00| Ap41

e quindi le serie (6.4) e (6.5) hanno lo stesso raggio di convergenza della serie (6.3).

n—00l| Apyq
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La tesi é vera anche se il limite (6.1) non esiste, ma i dettagli della dimostrazione sono omessi per
semplicita.

Osservazione 6.5 - Se r é il raggio di convergenza della serie di potenze (6.3), allora la funzione f che
ad ogni x €] —r, 7| associa la somma della serie ) a,z™ dicesi funzione somma della serie di potenze.

[ee]

Ad esempio, la serie > z™é una serie geometrica di primo termine 1 e ragione z, e quindi converge
n=0

oo
verso 1/(1 — x) per ogni =z €] — 1,1] ; pertanto la funzione somma della serie > z" é la funzione

n=0
f(x) =1/(1 —z) nellintervallo | —1,1].
Analogamente, per ogni x €] — 1,1] risulta
1 1 = 1 1 >
— — —1)" ™ — — —1)" 2n
l+z 1-(-2) nz:%( R iRl wy gy n;)( )"z

e quindi le funzioni 1/(1+ x) ed 1/(1 + z?) sono le funzioni somma (nell’intervallo | — 1, 1[) delle serie di
[ee] [ee]

potenze > (—1)"z" e > (—1)"z?" rispettivamente.
n=0 n=0

Sulla funzione somma di una serie di potenze sussiste allora il seguente teorema di cui si omette la
dimostrazione per semplicita.

Teorema 6.6 - (Teorema di derivazione ed integrazione termine a termine).

La funzione f, funzione somma della serie ) anx™, € derivabile (e quindi continua) nell’intervallo
| —r,r] e per ogni x €] — r,r| risulta:

f(z)= Zan(a:”)' = Z(nan)xn_l, /I ft)dt = Zan /w t" dt = Z(an/(n +1))z"
n=0 n=1 0 n=0 0 n=0

Ne seque che f € derivabile infinite volte nell’intervallo | — r,r[.

Ad esempio risulta

(1ix)2 = D(lix) = D(il‘n) :iD(Cﬂn) :in:pn_l,

T s = ’ (D
log(1+x):/ dt:/ (> (-1t dt = (—1)”/ thdt =) —gntl
arctgx:/z1dt:/m(i(—l)”t%)dt:i(—l)"/mtzndt:i(_1)nx2”+1,

o 1+1t2 0o = — 0 ~o2n+1

per ogni z €] — 1, 1].



CALCOLO INTEGRALE PER FUNZIONI DI DUE VARIABILI

In questo capitolo vogliamo estendere la nozione di integrale di una funzione, in modo da poter calcolare
il volume di un solido dello spazio tridimensionale, (ad esempio la regione compresa tra il piano zy e il
grafico di una funzione continua di due variabili z = f(x,y) ), e diverse altre nozioni alla cui formulazione
si puo pervenire con un procedimento simile.

A tal fine é opportuno premettere alcune considerazioni sul concetto di area di una regione piana, volume
di un solido tridimensionale, in generale di misura di un sottoinsieme misurabile di R"™ .

n. 1 - Misurabilita secondo Peano Jordan; esempi e proprieta.

Definizione 1.1.  Dicesi intervallo in R™ un sottoinsieme QQ di R™ del tipo

Q = [al,bl] X [(Ig,bg] X ... X [an,bn]

dove [a1,b1],[az2,ba],. .., [an,by] sono intervalli non vuoti di R . In tal caso, dicesi misura di Q il
numero reale

m(Q) = (by —ay) - (ba —az) - (b, — an).
Sen =2, (rispettiv. n = 3), l'insieme Q = [a1,b1] X [ag, ba], (rispettiv. Q = [a1,b1] X [az,ba] X [ag,bs]),
dicesi anche rettangolo (rispettiv. parallelepipedo) e la sua misura dicesi anche area, (rispettiv. volume),
di Q .

L’insieme vuoto () € considerato un intervallo in R™ per ogni n, e la sua misura € uguale a 0.

Definizione 1.2. Un insieme limitato P C R"™ dicesi plurintervallo di R™ se si pué decomporre in un
numero finito di intervalli a due a due senza punti interni comuni, cio€ se esiste un numero finito di
intervalli Q1,Qz, . .. Qy tali che P=Q1UQ2U...UQ, e QFNQS =0 per ognii # j.

In tal caso si dimostra che il numero reale

non dipende dalla particolare decomposizione di P in intervalli Q1,Qo,...Q, e dicesi misura di P.

Nel caso n =2 o n =3 un plurintervallo dicesi anche plurirettangolo o pluriparallelepipedo.

E’ evidente che graficamente un plurirettangolo pué essere interpretato come un poligono con i lati paral-
leli alternativamente all’asse x o all’asse y; analogamente, un pluriparallelepipedo pué essere interpretato
come un poliedro con le facce rettangolari parallele ai piani coordinati (z,y), (z,z) e (y, 2).

Inoltre, si vede facilmente che se P’ e P” sono plurintervalli di R™ e P’ C P”, si ha: m(P’") < m(P").

Di conseguenza, se X é un insieme limitato di R™, la misura di un plurintervallo contenuto in X é minore
o uguale alla misura di un qualunque plurintervallo contenente X; in altri termini, I’ insieme delle misure
dei plurintervalli contenuti in X e I’ insieme delle misure dei plurintervalli contenenti X sono separati.
Questo giustifica la seguente

Definizione 1.3. Un insieme limitato X C R"™ dicesi misurabile secondo Peano Jordan se [’
insieme delle misure dei plurintervalli contenuti in X e l” insieme delle misure dei plurintervalli contenenti

X sono contigui, cioé hanno un unico elemento separatore, che prende il nome di misura di X e si
denota m(X).

In particolare, se n = 2, (rispettiv. n = 3), la misura di un insieme misurabile X dicesi anche area,
(rispettiv. volume), di X e si denota anche con il simbolo a(X), (rispettiv. v(X)).



In generale, se X é un insieme limitato di R", I’estremo superiore dell’insieme delle misure dei plurin-
tervalli contenuti in X dicesi misura interna di X, mentre I'estremo inferiore dell’insieme delle misure
dei plurintervalli contenenti X dicesi misura esterna di X. Si ha allora chiaramente che

Proposizione 1.4. Se X € un insieme limitato di R"™, le sequenti proposizioni sono equivalenti:

a) X € misurabile secondo Peano Jordan,
b) la misura interna di X coincide con la misura esterna di X,
¢) per ogni € > 0 esistono due plurintervalli P' e P"” in R™ tali che

PPCXCP' e mP'Y-—m(P)<e
Inoltre, se X € misurabile, allora la misura di X coincide con la misura interna e con la misura esterna

di X, e per ogni € > 0 esistono due plurintervalli P’ e P" in R"™ tali che
PPCXCP', mP')-m(X)<e e mX)-m(P)<e

In particolare un insieme X € misurabile ed ha misura nulla se e solo se la sua misura esterna € uguale
a 0, e quindi se e solo se per ogni € > 0 esiste un plurintervallo P contenente X tale che m(P) < €.

E’ evidente che gli intervalli e i plurintervalli sono misurabili secondo Peano Jordan e la loro misura nel
senso di Peano Jordan coincide con la loro misura come intervalli o plurintervalli.

Le principali proprietd degli insiemi misurabili sono contenute nella seguente proposizione di cui si omette
la dimostrazione.

Proposizione 1.5.

(1) m(X) > 0 per ogni insieme misurabile X ;

(2) UVinsieme vuoto ) € misurabile e risulta m(0) = 0;

(3) se X CY ed m(Y) =0, allora m(X) = 0;

(4) se X edY sono misurabili, allora anche X UY, X NY, ed X —Y sono misurabili e risulta:

mXUY)=m(X)+ml)-—mXnNY), mX-Y)=mX)-m(XnNY);

(5) se X ed Y sono insiemi misurabili e Y C X, allora m(X —Y) = m(X) — m(Y) e quindi
m(Y) <m(X);

(6) X ¢ misurabile se e solo se la sua frontiera O(X) ha misura nulla;

(7) se X ¢é misurabile, l’interno e la chiusura di X sono misurabili e la loro misura coincide con la
misura di X ;

(8) se X edY sono misurabili senza punti interni comuni, allora m(X UY) =m(X)+m(Y);

pit in generale, se X1, Xo, ... , X, sono insiemi misurabili a due a due senza punti interni comuni,
allora X = X7 U X9 U...UX, € misurabile e risulta

m(X) =m(X1) + m(Xa) +...m(X,).

(9) se X C R" € limitato e v € una traslazione di R™, (cioé una funzione del tipo v(x) = x + ¢ per
ogni x ), allora X €é misurabile se e solo se y(X) é misurabile e risulta m(X) = m(y(X));

Esempio 1.6 - Se f : [a,b] — R é una funzione continua e positiva, allora il rettangoloide associato ad
f, cioé I'insieme
Ry={(z,y) eR*la<z<b, 0<y< fa)}

= f; f(z)dzx

Infatti, per ogni decomposizione D di [a,b], la somma inferiore e la somma superiore di f relativa a D
rappresentano le aree di un plurirettangolo contenuto e di un plurirettangolo contenente Ry .

é misurabile in R? e risulta
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Cié posto, essendo f integrabile, per ogni ¢ > 0 esiste una decomposizione D di [a,b] tale che
S(f,D) — s(f,D) < ¢, e quindi esistono un plurirettangolo contenuto in Ry, ed un plurirettangolo
contenente Ry, le cui misure differiscono meno di €; questo prova che Ry é misurabile.

Inoltre 'area é 'unico separatore tra gli insiemi delle aree dei plurirettangoli contenuti e dei pluriret-
tangoli contenenti Ry, e quindi é un separatore tra gli insiemi delle somme inferiori e superiori di f. Di
conseguenza essa coincide con l'integrale di f, che é 'unico separatore tra l’insieme delle somme inferiori
e l'insieme delle somme superiori di f.

Esempio 1.7 - Il grafico G(f) di una funzione continua f : [a,b] — R ¢ un insieme di misura nulla.

Infatti se f é positiva, allora il rettangoloide Ry associato ad f ¢ misurabile e quindi la sua frontiera ha
misura nulla; ne segue che G(f) ha misura nulla, poiché é contenuto nella frontiera di Ry.

Se f non é positiva, detto m il minimo valore di f in [a,b], si ha che la funzione f*(z) = f(x) —m é
continua e positiva e quindi il suo grafico G(f*) é un insieme di misura nulla. Ne segue che il grafico
G(f) di f é un insieme di misura nulla, dal momento che risulta G(f) = v(G(f*)), dove 7 é la traslazione

v(z,y) = (x,y +m) per ogni (z,y) € R.
Esempio 1.8 - Con gli stessi ragionamenti fatti sopra si vede che se f : [a,b] — R é una funzione
continua e positiva, allora:

(1) linsieme {(x,y) € R?*|la <y < b, 0 <z < f(y)} é misurabile e la sua misura é data dall’integrale
di f;
(2) linsieme {(x,y) € R*la <y <b, z = f(y)} é misurabile e ha misura nulla.

Esempio 1.9 - Se f,g : [a,b] — R sono funzioni continue tali che f(z) < g(z) per ogni z, il dominio
normale all’asse z,
Xrg={(z,y) eER*a <z <b, f(z) <y <g(2)},

é misurabile in R? e risulta
b

a(Xyg) = [, l9(x) — f(x)] dx.
Infatti, se f é positiva, (e quindi anche g é positiva), allora i rettangoloidi associati ad f e a g sono
insiemi misurabili; inoltre il grafico G(f) é misurabile e ha misura nulla. D’altra parte, si ha chiaramente
Xtg=(Rg— Rf)UG(f); ne segue che Xy, é misurabile e che

b b b
a(X15) = a(Ry — Ry) + a(G()) = alRy) ~ alRy) = [ gla)do~ [ fahdo = [ lgta) ~ fla)de
Se f non é positiva, detto m il minimo valore di f in [a, b], e posto
fr@)=f(x)—m, e g"(z)=g(x)—m perogniz,

si ha che f* e ¢* sono funzioni continue e positive e tali che f* < g*. Ne segue che l'insieme

Xpege ={(z,y) eR*la <z <b, flz)—m=f*(2) <y<g"(x) =g(x) —m}

é misurabile in R? e risulta

b b b
a(Xpe g) = / 97 () — f*(2) da = / lg(z) —m — f(z) +m] de = / l9(z) — f(2)) da.

Di qui discende la tesi perché Xy, é 'immagine di Xy« ¢« mediante la traslazione vy(z,y) = (z,y + m)
per ogni (z,y) € R2.



Esempio 1.10 - Con lo stesso ragionamento precedente si vede che se f,g : [a,b] — R sono funzioni
continue tali che f(z) < g(z) per ogni z, il dominio normale all’asse y,

Vig={(z,y) eR%)a<y<b, fy) <z <g(y)}

é misurabile in R? e risulta a(Ys,,) = f;[g(y) — f(y)] dy.

Esempio 1.11 - Un sottoinsieme di R? che sia scomponibile in un numero finito di domini normali
all’asse x e/o all’asse y, a due a due senza punti interni comuni, é misurabile e la sua misura é la somma
delle misure dei domini normali che lo compongono, e quindi pué essere ottenuta mediante il calcolo dei
relativi integrali.

Esempio 1.12 - Se X é un insieme misurabile di R? ed ¢ ¢ un numero reale positivo, allora l'insieme
T = X x [0,c] dicesi cilindro di base X e altezza c. Si vede facilmente che T é misurabile in R? e
risulta

o(T) =a(X)-c

La tesi é evidente se X é un rettangolo o un plurirettangolo. Nel caso generale, per ogni € > 0 esistono
un plurirettangolo P’ contenuto in X ed un plurirettangolo P” contenente X tali che

a(P")—a(P") <¢/ec.

Ne segue che P’ x [0,c] e P” x [0, c] sono plurintervalli in R?, rispettivamente contenuto e contenente T'
e risulta:

o(P" % [0,]) — o(P' X [0,¢]) = (a(P") = a(P")) - ¢ < 2,
il che prova che T é misurabile in R3.

D’altra parte, ogni pluriintervallo contenuto in 7" é contenuto in un plurintervallo del tipo P’ x [0, ¢], con
P’ plurirettangolo contenuto in X. Il volume di tale pluriintervallo é quindi minore o uguale al volume
di P’ x [0,c], cioé a(P’) - ¢, ed é quindi minore o uguale ad a(X) - c.

Viceversa, ogni pluriintervallo contenente T' contiene un plurintervallo del tipo P” x [0, ¢], con P” pluriret-
tangolo contenente X. Il volume di tale pluriintervallo é quindi maggiore o uguale al volume di P” x [0, c],
cioé a(P") - ¢, ed é quindi maggiore o uguale ad a(X) - c.

Pertanto a(X)-c é (I'unico ) separatore tra gli insiemi dei volumi dei plurintervalli contenuti e contenenti
T, cioé il volume di T'.

Esempio 1.13 - Se X7, Xo,..., X, sono insiemi misurabili a due a due senza punti interni comuni, e
€1,C2, ... ,Cp SONO numeri reali positivi, allora I'insieme

T = (X1 x[0,c1]) U (X2 x[0,¢0]) U...U (X, x[0,¢r])
dicesi pluricilindro. Esso é un insieme misurabile in R? ; il suo volume ¢é
v(T)=c1-a(Xy)+c2-a(Xa)+...+¢ - a(X,).

La tesi discende da quanto visto nell’esempio precedente e dal fatto che T' é chiaramente 'unione di un
numero finito di cilindri a due a due senza punti interni comuni.



n. 2 - Integrabilita secondo Riemann di funzioni di due variabili

Consideriamo ora una funzione limitata e positiva di due variabili, f, definita in un sottoinsieme misurabile
X di R?, e consideriamo ’insieme dello spazio tridimensionale compreso tra il sottoinsieme X del piano
xy, il grafico di f e le infinite rette parallele all’asse z passanti per i punti della frontiera di X, cioé
I’insieme :

Ty = {(z,y,2) € R’|(z,y) € X, 0 < 2 < f(z,9)}.
Tale insieme viene detto cilindroide di base X associato ad f .

Vogliamo trovare delle condizioni che garantiscono che T' é misurabile e imparare a calcolare la sua misura;
a tal fine occorrerebbe approssimare 7'y per difetto e per eccesso con plurintervalli contenuti e contenenti
T; possiamo peré ottenere lo stesso risultato in maniera pit semplice ed efficace, con un procedimento
simile a quello che ci ha consentito di provare che il rettangoloide associato ad una funzione di una
variabile é misurabile e la sua area é l'integrale di tale funzione.

A tal fine osserviamo che se decomponiamo X in un numero finito X1, Xo,... , X, di insiemi misurabili
a due a due senza punti interni comuni, e, per ogni i =1,2,... r , poniamo

m; = 1nff(Xl), Ml = Sup f(XZ),
allora gli insiemi
(X1 x[0,m1))U(X2x[0,ma])U...U(X, x[0,m,]) e (X1x][0,M])U(X2x][0, Ma])U...U(X,x][0,M,])

sono chiaramente un pluricilindro contenuto in 7y e un pluricilindro contenente 7. Per quanto visto
nell’esempio 1.13, essi sono insiemi misurabili e le loro misure sono date rispettivamente dai numeri

(2.1) mi -a(X1)+m2 -a(Xg)—i—...—i-mr-a(Xr)
M1 . a(Xl) + M2 . a(Xg) —+ ...+ Mr . a(XT).

Pertanto il volume di T%, (se Ty é misurabile), sard un separatore tra 'insieme dei numeri del tipo (2.1)
e l'insieme dei numeri del tipo (2.2).

Queste considerazioni suggeriscono la strada da seguire per introdurre un concetto utile a stabilire la
misurabilitd di un cilindroide e a calcolarne il volume, e nello stesso tempo per definire altri concetti cui
si possa pervenire con un ragionamento simile.

Sia dunque X un insieme misurabile di R?, sia f una funzione reale definita in X e supponiamo che f
sia limitata, ma non necessariamente positiva. Si danno allora le seguenti definizioni.

Definizione 2.1. Dicesi decomposizione di X un insieme finito D = {X1, Xa,... , X} di insiemi mis-
urabili a due a due senza punti interni comuni, la cui unione € X.

Definizione 2.2. Se D = {X1, Xs,...,X,} € una decomposizione di X, posto
m,; = inf f(X;), M; =sup f(X;) per ognii=1,2,... 1,
1 numert reali

s(f,D) =m1-a(X1)+mz-a(X2)+...+my-a(X,),
S(f,D) = M -a(X1) + My -a(Xs) + ...+ M, -a(X,)

diconsi rispettivamente somma inferiore e somma superiore di f relativa a D.

Chiaramente qualunque somma inferiore s(f, D) é minore o uguale della corrispondente somma superiore
S(f,D); si vede anzi che qualunque somma inferiore é minore o uguale di tutte le possibili somme superiori,
e quindi che gli insiemi delle somme inferiori e delle somme superiori di f sono separati.



Definizione 2.3. Si dice che f € integrabile secondo Riemann, se l'insieme delle somme inferiori di f
e linsieme delle somme superiori di f somo contigui; l'unico elemento separatore di tali insiemi dicesi
integrale di f e si denota con il simbolo

I(f) 0 // f(x,y)dxdy, (per un motivo che sard pii chiaro in seguito) .
b'e

Esempio 2.4 - Una funzione costante (di valore costante c) é integrabile in ogni insieme misurabile X
di R? e il suo integrale é uguale a c - a(X).

Infatti, qualunque somma inferiore e qualunque somma superiore é uguale a ¢ - a(X); pertanto c¢-a(X) é
I'unico separatore tra 'insieme delle somme inferiori {c-a(X)} e I'insieme delle somme superiori {c-a(X)}.

Esempio 2.5 - Se f: X — R ¢ limitata ed X ha misura nulla, allora f é integrabile e il suo integrale é
uguale a 0.

Infatti, qualunque sottoinsieme di X ha misura nulla e quindi qualunque somma inferiore o superiore é
uguale a 0. Pertanto 0 é I'unico separatore tra 'insieme delle somme inferiori {0} e I'insieme delle somme
superiori {0}.

Esempio 2.6 - La funzione f: Q = [0,1] x [0,1] — R tale che

0 se x é irrazionale,

f(w,y):{

1 se x é razionale,

non é integrabile.

Infatti, ogni insieme misurabile X C @ con m(X) > 0 ha almeno un punto interno e quindi contiene
sia punti (z,y) con z razionale che punti (z,y) con x irrazionale: ne segue che si ha min f(X) = 0 e
max f(X) = 1. Di conseguenza ogni somma inferiore di f sard uguale a 0 ed ogni somma superiore sard
uguale a m(Q) = 1; I'insieme delle somme inferiori é quindi {0}, mentre 'insieme delle somme superiori
é {1}; tra tali insiemi esistono infiniti separatori, (precisamente tutti i numeri compresi tra 0 ed 1), e
quindi f non ¢ integrabile.

Dalla Def. 2.3 discende chiaramente il seguente criterio di integrabilita.

Proposizione 2.7. Una funzione limitata f : X C R? — R ¢ integrabile se e solo se per ogni € > 0
esiste una decomposizione D di X tale che S(f,D) — s(f,D) < e.

Siamo ora in grado di stabilire sotto quali condizioni il cilindroide associato ad f é misurabile e di calcolare
la sua misura.

Proposizione 2.8. Se X € un insieme misurabile di R? ed f : X — R ¢ integrabile e positiva, allora il
cilindroide Ty associato ad f € misurabile e la sua misura coincide con l'integrale di f.

Dim. Per dimostrare che Ty é misurabile, basta dimostrare che per ogni € > 0 esistono due plurintervalli
P’ e P" tali che P C Ty C P" e m(P") —m(P') <e.

Ebbene, fissato € > 0, esistono due decomposizioni D’ e D” di X tali che S(f,D”) — s(f,D’) < e/3. Ora
s(f,D') ed S(f,D") sono rispettivamente la misura di un pluricilindro 7" contenuto in T e la misura
di un pluricilindro 7" contenente Ty. Dalla misurabilitd di 7" e T" discende allora che esistono un
plurintervallo P’ C T” ed un plurintervallo P” D T" tali che

m(T") —m(P") <e/3 e m(P") —m(T") < /3.



Ne segue che P/ CT" C Ty CT" CP" e
m(P") —m(P") <m(P") —m(T") + m(T") —m(T") + m(T") —m(P') <e/3+¢/3+¢/3 =c¢.

Dunque Ty é misurabile; d’altra parte, per ogni decomposizione D di X si ha che s(f,D) ed S(f, D) sono
rispettivamente la misura di un pluricilindro contenuto in 7'y e la misura di un pluricilindro contenente
Tt; ne segue che risulta:

Pertanto m(T') é un separatore tra l'insieme delle somme inferiori e 'insieme delle somme superiori di f,
e quindi coincide con 'integrale di f che é I'unico separatore tra i suddetti insiemi.

Il teorema seguente (di cui si omette la dimostrazione) fornisce una vasta classe di funzioni integrabili.

Teorema 2.9. Se X C R? ¢ misurabile, f: X +— R € una funzione limitata e l'insieme S dei punti di
discontinuitd di f ha misura nulla, allora f € integrabile.

Corollario 2.10. Una funzione f : X C R?> — R € integrabile se é soddisfatta una delle sequenti
condizions:

(1) X € misurabile ed f € continua e limitata (in X ),
(2) X € chiuso e misurabile ed f € continua in X,
(3) X € un dominio normale all’asse x o all’asse y ed f € continua in X.

Dim. La tesi discende banalmente dal precedente Teorema 2.9; infatti, nel caso (1), 'insieme dei punti
di discontinuitd di f é I'insieme vuoto e quindi un insieme di misura nulla.

Il caso (2) é un caso particolare del caso (1), perché, per il Terema di Weierstrass, una funzione continua
in un insieme chiuso e limitato é dotata di minimo e massimo valore e quindi é limitata.

Infine il caso (3) é chiaramente un caso particolare del caso (2).

n. 3 - L’integrale come limite di somme di Cauchy

Per calcolare 'integrale di una funzione di due variabili occorrerebbe trovare I'unico elemento separatore
tra I'insieme delle somme superiori e 'insieme delle somme inferiori. In generale la ricerca di tale unico
separatore non é semplice, e quindi pud essere utile seguire un approccio diverso.

A tal fine sia X un insieme misurabile di R? e sia f : X — R una funzione continua e positiva; detta

D = {Xi,Xs,...,X,} una decomposizione di X, scegliamo in maniera arbitraria un punto (z;,y;) in
ciascun X; e calcoliamo il numero reale
(3.1) f(@1,91) - a(Xq) + f(22,92) - a(X2) + ... + f(@r, yr) - a(Xr).

Evidentemente, tale numero rappresenta la misura di un pluricilindro che approssima la misura del
cilindroide associato ad f, senza poter dire se la approssima per difetto o per eccesso.

Naturalmente, se X é stato diviso in poche parti, il numero descritto nella (3.1) dipendera fortemente
dai punti scelti e I’errore dell’approssimazione sara grande. Se invece X ¢ stato suddiviso in un numero
sufficientemente elevato di parti, e ciascuna parte é sufficientemente piccola, allora f assumerd pressocché
lo stesso valore su ciascuna di queste parti, e quindi il suddetto numero sara pressocché indipendente dai
punti scelti e I'errore dell’approssimazione sara piccolo. Dunque, intuitivamente, la misura del cilindroide
associato ad f, cioé 'integrale di f, pud essere pensato come il numero a cui tendono i numeri del tipo
(3.1) man mano che le parti in cui é stato suddiviso X diventano progressivamente sempre piu piccole.

Questo legame tra il concetto di integrale e quello di limite pué essere formalizzato come segue.
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Definizione 3.1. Ricordiamo che se X € un sottoinsieme limitato di R™, dicesi diametro di X il
numero reale diam (X) = sup{||x — y|| : x,y € X}.

Se X € un insieme misurabile in R* e D = {X1, Xs,... ,X,.} € una decomposizione di X, dicesi di-
ametro di D il numero reale

diam (D) = max{diam (X;),diam (X>),... ,diam (X,)}.

Definizione 3.2. Se D = {X1, Xo,...,X,} é una decomposizione di X, dicesi scelta relativa a D un
insieme finito T = {(x1,vy1), (x2,92), ..., (Tr,yr)} di punti di X tali che (x;,y;) € X; per ogni j.
Definizione 3.3. Dicesi somma di Cauchy di f relativa alla decomposizione D = {X1, Xs,... , X}
e alla scelta T = {(x1,y1), (x2,92), ..., (Xr,yr)} il numero reale

o(f,D,T) = f(z1,41) - a(Xa) + f(22,92) - a(Xo) + ... + f(@r, yr) - a(X5).

In effetti si dimostra che

Teorema 3.4. Una funzione f : X — R € integrabile se e solo se esiste | € R tale che

= li D, T
diaml(rg)—mo—('ﬂ 1),

nel senso che per ogni e > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni decomposizione D con diam(D) < & e per ogni
scelta T relativa a D si ha |o(f,D,T) — 1] < e.

Inoltre il limite | a cui tendono le somme di Cauchy é proprio Uintegrale di f.

In particolare se (Dy,)n € una successione di decomposizioni di X il cui diametro tende a 0, e T),, € una
qualunque scelta relativa a D,, per ogni n, allora si ha che

I(f)= lim o(f,Dn,Ty).

n—oo

Ad esempio l'integrale di f pud essere calcolato come limite di una successione di somme di Cauchy nel
modo seguente. Si considera un rettangolo @ = [a, b] X [c, d] contenente X e per ogni n € N si divide @
in n? sottorettangoli Q; ; = [z;—1,2;] X [yj—1,y;], dove

xi=a+ (i/n)(b—a), yi=c+ (i/n)(d-c) per ogni i =0,1,... ,n.
Di tali rettangoli si prendono in considerazione solo quelli che intersecano X; le loro intersezioni con X

formano una decomposizione D,,, il cui diametro é minore o uguale della lunghezza della diagonale di
ciascun rettangolo @; ;, cioé

VI —a)/n]2 +[(d—o)/n]? = (1/n)y/(b—a)? + (d — o).

Pertanto si ha che diam(D,) — 0 per n — oo e quindi I(f) = lim o(f,D,,T,), dove T,, é una

n—oo

qualunque scelta relativa a D,, per ogni n.



n. 4 - Proprieta dell’integrale

Passiamo ora a dare le principali proprieta delle funzioni integrabili e dell’ integrale.

Proposizione 4.1. Se f e g sono due funzioni integrabili di X C R? in R, allora
a) fzg = I(f)=1(g);
b) f+4g éintegrabile e risulta I(f+g)=1I1(f)+ 1(9);
c) c-f éintegrabile per ogni c € R e risulta:  I(c- f)=c-I(f).

Dim. La dimostrazione pué essere ottenuta facilmente, utilizzando la definizione di integrale come limite
di somme di Cauchy e le proprietd dei limiti.

Infatti, per ogni decomposizione D di X e per ogni scelta T relativa a D, si ha:
fzg9g = o(f,D,T)>20(9,D,T),
o(f+9,D,T)=0(f,D,T)+0(g,D,T),
ole- f,D,T)=c-o(f,D,T).

Passando al limite per diam(D) — 0 si ha la tesi , in virtd del teorema di prolungamento delle dis-
eguaglianze e del teorema sul limite della somma e del prodotto.

Sussiste infine la seguente

Proposizione 4.2 - (Proprieta additiva dell’integrale).

Sia X un insieme misurabile di R?, siano X1, Xo,... X, insiemi misurabili a due a due senza punti
interni comuni la cui unione ¢ X e sia f: X — R una funzione limitata.

Si ha allora che f é integrabile se e solo se ¢ integrabile la restrizione di f agli insiemi X1, Xo,... X,
risulta inoltre

I(f) = 3_1(flx.)-

n. 5 - Formule di riduzione

Il teorema che segue é di fondamentale importanza, poiché trasforma il problema di calcolare 'integrale
di una funzione di due variabili nel problema di calcolare due successivi integrali di una funzione di una
variabile, e dunque riduce il problema alla ricerca di opportune primitive.

Teorema 5.1. Se «, 3 sono funzioni continue nell’intervallo [a,b] tali che @ < (3, e X € il dominio
normale all’ asse x, (rispettiv y), limitato dai grafici delle funzioni « e (3, allora per ogni funzione f
continua in X st ha:

B(x)

(5.1) I(f) = /ab(/a f(z,y)dy) dz, (rispettiv. I(f) = /

b rB(y)
(2) a(/a f(z,y) dz) dy).

(v)

Dim. Supponiamo che X sia normale all’asse z, (la dimostrazione é analoga nel caso in cui X dovesse
essere normale all’asse y).

In primo luogo osserviamo che per ogni = € [a,b] la funzione y € [a(z),B(z)] — f(x,y) é continua e
quindi integrabile; ha senso dunque considerare la funzione
B(x)
F:la,b)— R taleche F(x)= / f(z,y)dy per ogni z € [a,b].
a(z)
Ebbene, si prova che F' é continua in [a,b] e quindi integrabile. (I dettagli sono omessi per semplicitd ).
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Rimane dunque da provare che I(f) = f; F(z)dx

A tal fine, per ogni n € N decomponiamo il dominio normale X in n? sottodomini normali a due a due
senza punti interni comuni, nella maniera seguente.

Per ogni n € N poniamo
zi=a+ (i/n)(b—a), ¢i(x)=alx)+ (i/n)(B(zx)—a(z)) perognii=0,1,...,n
Xij=A{(r,y) eR?lzin <w <, ¢ 1(zx)<y<¢;(zr)} perognii,j=1,2,...,n

Evidentemente, U'insieme D, ={X;;:i,7=1,2,...,n} ¢é una decomposizione di X.

Inoltre, per ogni 4, j = 1,2,...n si ha che X; ; é chiuso e limitato ed f é continua; ne segue, per il Teorema
di Weierstrass, che f é dotata di minimo e massimo valore in ogni X; ;. Conseguentemente la somma
inferiore s(f, D,) e la somma superiore S(f,D,,) di f relativa alla decomposizione D,, coincidono con le
somme di Cauchy di f relative alla dcomposizione D,, e alle scelte T}, e T\, costituite rispettivamente dai
punti di minimo e dai punti di massimo (assoluto) di f nei sottodomini Xj ;.

D’altra parte, si dimostra che il diametro di D,, tende a 0 per n — oo, (i dettagli sono omessi per
semplicitd), e quindi si ha che

(5.2) I(f) = lim o(f, D,,T,) = lim s(f,Dy), I(f) = lim o(f, Dy, T)) = lim S(f,D,).
Se ora dimostriamo che

b
(5.3) s(f,Dn) < / F(z)dx < S(f,D,,) per ognin,

per la (5.2) e il teorema di prolungamento delle diseguaglianze, avremo che

b
I(f) = lim s(f,Dy) < / F(a)dr < lim S(f.Dy) = I(f).

n—o0 n—oo

e quindi che I(f) = f; F(z)dz, come volevasi.

Rimane dunque da dimostrare la (5.3). A tal fine, osserviamo che risulta

/abF(x) do = Z:;/:_ Fz) do

inoltre, per ogni i = 1,2,... ,n e per ogni x € [x;_1,x;], si ha:
B(x) én(z) n ¢;(x)
F(z) —/ f(a,y) dy —/ fla,y)dy = Z/ f(x,y) dy.
a(z) $o(x) —1J¢j-1(x)

Ne segue che risulta

(5.4) / x)dz = Z Z /

i=1 j=1"7%i-1

#;(x)
/ (z,y dy) dx.
bj

j— 1($)

D’altra parte, sappiamo che per ogni i e per ogni j si ha

o) = [ (05(0) = dyr(2) d
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e quindi, (posto  m;; = min f(X; ;) ed M;; = max f(X;;) per ogni ie per ogni j),si ha:

(5.5) (D) = Y migalXig) = o3 [ mis(es(e) — 6yma(a)) o

i=1 j—l i=1 j=1"%i-1

(5.6) ZZMZ ja(Xi,5) Z Z/ M3 (¢5(x) — pj-1(2)) da

=1 j=1 1=1 j=1

Da (5.4) , (5.5) e (5.6) segue che, per provare la (5.3), basta provare che per ogni i e per ogni j e per
ogni x € [z;_1,x;] risulta:
¢j ()
mij(¢5(x) — ¢j-1(x)) < /¢ fl@,y) dy < M j(65(x) — dj-1(x)).

j—1(x)

Ebbene, fissati i e j e fissato « € [x;_1,2;], per ogni y € [¢;_1(z), #;(z)] si ha che (z,y) € X; ; e quindi
che m; ; < f(x,y) < M, ;; ne segue che

¢;(x) ¢j(x) #j(x)

mig(@i@) =@ = [ migdy< [ fedys [T Migdy = Mi505(0) - 651(0)
¢ji—1(zx) ¢j—1(x) ¢j—1(x)

come volevasi.

Osservazione 5.2 - Il teorema 5.1 afferma dunque che se X é un dominio normale ed f é una funzione
continua in X, allora l'integrale di f pud essere calcolato attraverso due successive integrazioni; per questo
motivo I’ integrale di una funzione di due variabili viene detto integrale doppio e viene denotato con il
simbolo [[ f(x,y) dzdy

Oservazione 5.3 - Se X é un dominio normale sia all” asse x che all’asse y, cioé se esistono due funzioni
continue «, (3 : [a,b] — R con a < 3, e due funzioni continue v, 6 : [¢,d] — R con v < §, tali che:

X ={(z,y) eR*’la<x<b, alx)<y<p)}={(r,y) ecRc<y<d, ~(y) <z<y)},

allora per calcolare I'integrale di una funzione continua f : X — R potremo usare entrambe le formule

b rB(z) d  ro(y)
1(f) = / ( / eyl 1) = / ( / | ) dy.

In particolare, se f é una funzione continua in un rettangolo @ = [a,b] x [¢, d], allora si ha

:/ab(/cdf(x,y)dy)dx ed I(f)z/cd(/:f(:c,y)dw)dy).

In particolare si hanno le uguaglianze

/ab(/cdf(:z:,y)dy) dr = I(f) :/Cd(/abf(x,y)d:r) dy,

[ f()) ety ae=1= [ Z)) f(o.y) da) dy).

che possono essere interpretate come formule di invertibilitd dell’ordine di integrazione .
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Oservazione 5.4 - Naturalmente nel calcolo dell’integrale di una funzione continua su un dominio
rettangolare, (o normale ad entrambi gli assi), si sceglierd quella delle due formule di riduzione che si
presenti pid conveniente, cioé quella per cui il calcolo dei due successivi integrali risulta piu facile.

Ad esempio la regione X compresa tra i semiassi positivi delle x e delle y e la circonferenza di centro
(0,0) e raggio 1 é un dominio normale ad entrambi gli assi, poiché risulta

X={(z,y) eR*)0<z<1, 0<y<V1I—-22}={(z,y) cR*)0<y<1, 0<z<+1—-y2}

Percié, volendo calcolare l'integrale doppio della funzione f(z,y) = x/(y + 1) su X, potremo applicare
entrambe le formule

1 /122 1 — 1
I(f) :/ (/ ledy)dx:/ [arlog(y-i—l)]Zio g = zlog(l++1—22)de = ...
0o Jo Y 0 B 0

I(f):/ol(/m v da:)dy:/ol[m?r:mdy: RSl D

0 y+1 2(y+1)la=0 0o 2(y+1)

ed é chiaro che il secondo procedimento é di gran lunga piu semplice del primo.

Osservazione 5.5 - Se X pud essere decomposto in un numero finito X1, X5, ... X,, di domini normali
all’asse = e/o all’asse y a due a due senza punti interni comuni, allora l'integrale di una funzione f
continua in X sara la somma degli integrali delle restrizioni di f ai sottoinsiemi X1, Xo,... X, e ciascuno
di questi integrali potra essere calcolato con la relativa formula di riduzione.

Se X pud essere decomposto sia in un numero finito di domini normali all’asse  che in un numero
finito di domini normali all’asse y (a due a due senza punti interni comuni), sceglieremo quella delle due
decomposizioni per cui é piu semplice il calcolo dei relativi integrali doppi.

Osservazione 5.6 - Le formule di riduzione (5.1) valgono ancora se X non é chiuso, ma f é continua e
limitata in un insieme X C R? la cui chiusura é un dominio normale all’asse = o y.

Naturalmente se capita di dover calcolare 'integrale definito di una funzione di una variabile su un
intervallo aperto o semiaperto, occorrera calcolarlo come differenza tra i limiti di una primitiva per x (o
y) che tende agli estremi dell’intervallo, e quindi come se fosse un integrale improprio.

Ad esempio consideriamo la funzione f(z,y) = zy/(z? + y?) per ogni (z,y) # (0,0); evidentemente f é
continua in R? — {(0,0)} ed é limitata, poiché risulta

S = —2 WL 2 Y e ogni (ay) # (0,0).
\/a:2—|—y2 \/x2+y2 x2 + g2 22 + y2

Di conseguenza f é integrabile in X = [0,1] x [0,1] — {(0,0)}, la cui chiusura ¢ il quadrato [0, 1] x [0, 1].
L’integrale di f esteso ad X é allora dato da

//X :ﬁxij—/y? drdy = /01(/01 %ﬁyz dy)dz = /01((53/2) log(1 + 2°) — (z/2)log %) dx.

Per calcolare I'ultimo integrale si é condotti a calcolare 'integrale fol x log x dx; la funzione integranda
non ¢ definita in 0, anche se tende a 0 per x — 0%; una primitiva della funzione g(z) = zlogz é
G(r) = 2?(2logz — 1) /4 e quindi si ha:

1
/ zlogrdr =G(1) — lim G(zr)=-1/4—-0=—-1/4.
0

z—0t



13

n. 6 - Cambio di Variabili negli Integrali Doppi

Talvolta i punti di un dominio piano possono essere descritti piu facilmente mediante un cambio di
variabili, (ad esempio mediante le coordinate polari) e questo pué semplificare il calcolo dell’integrale.
Ad esempio, sia D la corona circolare con centro (0,0) e raggi 1 e 2. Per calcolare l'integrale doppio
di una funzione f continua in D, occorrerebbe suddividere D in quattro domini normali all’asse x o in
quattro domini normali all’asse y, e calcolare gli integrali della restrizione di f a tali domini mediante le
relative formule di riduzione.
Se invece ci riferiamo alle coordinate polari, i punti della suddetta corona circolare sono semplicemente
descritti dicendo che sono tutti e soli i punti del piano che hanno una distanza dall’origine p compresa tra
1 ed 2 ed anomalia 8 compresa tra 0 e 27. In altri termini la rappresentazione di D in coordiante polari,
cioé I'insieme

T={(p,0) €R*| p>0, 00,27, (pcosh, psinf) € D}
non ¢é altro che il rettangolo T = [1,2] x [0, 27], e questo consente di semplificare notevolmente il calcolo
dell’integrale doppio di f su D.

Il seguente teorema descrive come cambiare le variabili in un integrale doppio.

Teorema 6.1 -. Siano U eV due insiemi aperti di R? tali che 0UNX e OV NX sono insiemi di misura
nulla per ogni insieme limitato X C R?%. Sia poi p = (1, 2) una funzione continua di U in V tale che:

(1) ¢ € una bigezione tra U eV,

(2) ¢ € di classe C* in U , cioé le funzioni x = ¢1(u,v), y = pa2(u,v) sono dotate di derivate parziali
continue rispetto alle variabili u e v in ogni punto di U,

(3) la matrice Jacobiana J,(u,v) della trasformazione ¢, (cioé la matrice delle derivate parziali di
p1 € @y rispetto alle variabili u e v), ha determinante diverso da 0 in ogni punto di U.

Siano poi D e T insiemi misurabili di R? tali che
DCV, TCU, T =¢ (D)= {(u,v) €U | p(u,v) € D}.

Allora, per ogni funzione f : D — R continua e limitata, si ha:

//D flz,y) dzdy = //T Fl@1(u,v), oo (u,v)) - | det(J,(u, v))| du do.

Ad esempio, sia
U =)0, +o0[x]0, 27, V=R?>-{(z,y9) €eR*| >0, y=0}
e siano 1, @2 le funzioni definite ponendo
x = pi(p,0) = pcosb, y = pa(p,0) = psinf  per ogni (p,d) € U = [0, +00[x]0, 27].

Evidentemente U e V' sono insiemi aperti tali che 0U N X e 9V N X sono insiemi di misura nulla per
ogni insieme limitato X C R2. Inoltre, le funzioni (1 e ¢y sono continue in U , derivabili parzialmente
rispetto ad entrambe le variabili (p,#) in ogni punto di U; tali derivate parziali sono funzioni continue in
U ed un semplice calcolo prova che il determinante della matrice Jacobiana di ¢ = (1, p2) é uguale a
p > 0 in ogni punto di U. Infine, si vede facilmente che ¢ = (1, p2) é una bigezione tra U e V.

Se ne deduce, per il teorema precedente, il seguente teorema che permette di calcolare un integrale doppio
mediante la trasformazione in coordinate polari.
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Teorema 6.2 -. Sia f : D C R? — R una funzione continua e limitata e sia
T={(p,0) €R?*| p>0, 6 €0,2n], (pcosh, psinh) € D}

la rappresentazione in coordinate polari di D.

Se D eT sono insiemi misurabili, allora risulta:
// flz,y) dedy = // f(pcos@, psin®) - p dpdf.
D T

Ad esempio, sia D la corona circolare con centro (0,0) e raggi 1 e 2 e consideriamo la funzione f definita

da
r+1

P per ogni(z,y) € R* —{(0,0)}.

f(z,y) =

La rappresentazione di D in coordinate polari é il rettangolo T = [1, 2] x [0, 27]. Ne segue che si ha

x+1 pcosf + 1 /2 /2“
——— dxdy = - p dpdf = 0+1 df)dp =
//X 2 + 92 vy //T p? cos? 0 + p2sin? 6 pap 1 ( 0 (cos /p) ) P

2
:/ (sin2m —sin0 + 27 /p)dp = [27T10gpﬁ = 2mlog 2.
1




LIMITI E CONTINUITA’ PER FUNZIONI DI n VARIABILI

Vettori di R"; somma di due vettori, prodotto di un vettore per uno scalare, prodotto scalare di due
vettori; proprietd. Diseguaglianza di Cauchy-Schwartz.

Norma e distanza euclidea in R"™; proprieta.

Sfere aperte, sfere chiuse, superfici sferiche con centro a € R™; intorni di un punto a di R"”.
Punti interni, punti esterni, punti di frontiera, punti di accumulazione per una parte X di R".
Insiemi limitati, insiemi aperti e insiemi chiusi di R": esempi e proprieta.

Funzioni di una variabile a valori in R";

Funzioni reali di due variabili reali. Grafico, linee coordinate e linee di livello.

Funzioni reali di n variabili.
Convergenza e continuitd per funzioni reali di n variabili.
Teoremi sui limiti per funzioni di n variabili a valori in R e in R*.

Esempi di funzioni continue: funzioni costanti, funzioni proiezione, polinomi in n variabili, funzioni
“elementari”.

Esempi di insiemi aperti o chiusi descritti da disequazioni o equazioni del tipo

flz) <0, flx) <0 fz)=0.

Teorema di Weierstrass: Ogni funzione reale continua su un sottoinsieme chiuso e limitato X di
R"™ dotata di minimo e massimo valore, nel senso che esistono due punti z € X e T € X tali che
f(z) =min f(X), f(Z)=max f(X) e quindi tali che f(z) < f(x) < f(Z) per ogni z € X.

Insiemi connessi per archi; esempi.

Teorema di Bolzano: Se X C R"” connesso per archi ed f : X — R¥ continua in X, allora anche
f(X) connesso per archi. In particolare, se k = 1, allora f(X) un intervallo di R.

Teorema degli zeri: Se X C R™ connesso per archi, f : X — R continua in X ed esistono a,b € X
tali che f(a) < 0 < f(b), allora esiste ¢ € X tale che f(z) = 0.



CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI DI n VARIABILI

Vettore derivata di una funzione di I C R in R".

Derivate parziali e derivate direzionali per funzioni reali di due variabili; significato geometrico.

Derivate parziali, derivate direzionali, gradiente e differenziale per una funzione reale di n variabili.
Differenziabilitd in un punto per una funzione reale di due o n variabili.

Condizione necessaria per la differenziabilita:

Se f: X C R" — R é differenziabile in un punto x° interno ad X, allora

a) f é continua in x°,

b) per ogni direzione u esiste la derivata di f in x° nella direzione u e risulta

s, ) = i LI IO oy Zuz o,

Condizione sufficiente per la differenziabilitd : ( senza dimostrazione).

Se X C R" é aperto, f : X — R é derivabile parzialmente rispetto a tutte le variabili in ogni punto di

X e le funzioni derivate parziali di f sono continue in un punto x° di X, allora f é differenziabile in x°.

Derivata della funzione composta : regola della catena.

Linee di livello, superfici di livello, insiemi di livello.

Proprieta del gradiente di una funzione in un punto x°:

a) gradf(x") é perpendicolare all’insieme di livello passante per xV,

b) gradf(x°) rappresenta la direzione in cui f cresce il pi rapidamente possibile.

Equazione del piano tangente alla superficie di livello f(z,y, z) = costante = f(xo, yo, 20) nel punto
(.%'0, Yo, ZO):
fa (20, Y0, 20)(z — 20) + fy(20, Y0, 20)(y — Yo) + f2(z0, Yo, 20) (2 — 20) = 0.

Equazione del piano tangente alla superficie grafico di g = g(z,y) nel punto (zo, yo, 9(z0, yo):
z = g(x0,y0) + g2(0,0)(x — z0) + gy (0, Y0) (¥ — Yo)-
Equazione della retta normale alla superficie di livello f(z,y, z) = costante = f(xo,yo, z0) nel punto

(70, Y0, 20):
r = X0 + tfa:(an Yo, ZO)?

Y=1Y + tfy('r(]a Yo, ZO))
z = 2o +tf.(%0, Yo, 20)-

Derivate parziali di ordine superiore; invertibilita dell” ordine di derivazione ( senza dimostrazione).

Matrice hessiana di una funzione f di n variabili in un punto x° interno all’insieme di definizione di f:

fwl,ail (XO) f$17$2( ) e fl'lyxn (XO)
Hf(x()) _ fmz,fﬂl (X(]) fmz,ﬂﬂz( ) ce fﬂﬁz,éﬁn (XO)

Foran ) forma () o forw (x)

Polinomio di Taylor del secondo ordine di centro x° € R" per una funzione f di n variabili .

pa(z) = f(x°) +grad f(x°)(x —x°) + (1/2)(x — x")T Hy (x")(x — x")



MASSIMI e MINIMI

Forma quadratica associata ad una matrice quadrata simmetrica A di ordine n:

oa(x) =xTAx = Z Z a; jT;T;.

=1 j=1

Definizione di forma quadratica definita positiva, definita negativa, semidefinita (positiva o
negativa), indefinita.
Proprieta delle forme quadratiche:
Se 4 é la forma quadratica associata alla matrice A, cioé ¢4(u) = u” Au per ogni u € R", allora:
a) pa(tu) =t3pa(u) per ognit € R, u € R,
b) ¢4 é un polinomio omogeneo di secondo grado e quindi é una funzione continua in R";
c) se p4 ¢ definita positiva, (rispett. negativa), allora ¢4 é illimitata superiormente (rispett. infe-
riormente) e dotata di minimo (rispett. massimo) valore; il valore minimo (rispett. massimo) di
w4 € uguale a 0 = ¢ 4(0); inoltre 0 é I'unico punto di minimo (rispett. massimo) per 4.
d) se p4 é semidefinita positiva, (rispett. negativa), ed u é un vettore non nullo tale che p4(u) =0,
allora 0 é ancora il valore minimo (rispett. massimo) di ¢ 4, ma tutti i punti della retta generata
da u sono punti di minimo (rispett. massimo) per ¢ 4.
e) se p4 é indefinita , allora ¢ 4 é illimitata inferiormente e superiormente, il vettore nullo é punto
di sella per ¢4; infatti, se u,v sono vettori non nulli tali che pa(u) < 0 < p4(v), allora 0 é
punto di massimo per la restrizione di ¢4 alla retta generata da u ed é punto di minimo per la
restrizione di ¢4 alla retta generata da v.
f) pa é definita positiva se e solo se esiste m > 0 tale che p4(x) > m||x||> per ogni x € R™;

¢4 ¢ definita negativa se e solo se esiste m < 0 tale che p(x) < m||x||* per ogni x € R".

Ricordiamo inoltre che il segno di una forma quadratica pué essere studiata con i seguenti criteri.

Criterio del segno degli autovalori: (senza dimostrazione)
La forma quadratica associata ad A é:

a) definita positiva se e solo se gli autovalori di A sono tutti > 0;

) definita negativa se e solo se gli autovalori di A sono tutti < 0;

) semidefinita positiva se e solo se 0 é il pit piccolo autovalore di A;
)

)

o

[aF¥e)

semidefinita negativa se e solo se 0 é il pid grande autovalore di A;
indefinita se e solo se A ha almeno un autovalore > 0 ed almeno un autovalore < 0.

)

Criterio del segno dei coefficienti del polinomio caratteristico: (senza dimostrazione)
La forma quadratica associata ad A é:

a) definita positiva se e solo se i coefficienti del polinomio caratteristico di A sono alternati in segno;

b) definita negativa se e solo se i coefficienti del polinomio caratteristico di A hanno lo stesso segno;

c¢) semidefinita positiva se e solo se i primi k coefficienti del polinomio caratteristico di A sono
alternati in segno e i restanti n + 1 — k coefficienti sono nulli;

d) semidefinita negativa se e solo se i primi k coefficienti del polinomio caratteristico di A hanno lo
stesso segno e i restanti n 4+ 1 — k coefficienti sono nulli;

e) indefinita nei restanti casi .



Criterio di Sylvester: (senza dimostrazione)
La forma quadratica associata ad A é:

a) definita positiva se e solo se i minori principali di A sono tutti > 0;

b) definita negativa se e solo se i minori principali di A sono alternativamente > 0 e < 0 e il primo
di essi é < 0;

c¢) indefinita se A ha un minore principale di ordine pari che é < 0 oppure ha due diversi minori
principali di ordine dispari che sono discordi.

In particolare se A é una matrice di ordine 2, allora La forma quadratica associata ad A é:

a) definita positiva se e solo risulta a;; > 0,det A > 0,
b) definita negativa se e solo se risulta a1y < 0,det A > 0,
c¢) indefinita se e solo se risulta det A < 0.

Punti di minimo e massimo relativo. Punti di sella.

Teorema di Fermat. Se x° é punto di minimo o massimo relativo per f : X C R” — R, se x¥ ¢é
interno ad X ed f é derivabile parzialmente in x° rispetto a tutte le variabili, allora risulta:

grad f(x°) =0 cioé f,(x°)=0 perognii=1,2,...n.

Condizioni sufficienti perché un punto sia punto di minimo o massimo relativo.

Se f é una funzione di classe C? in un aperto X di R" ed x° € X, allora x° é un punto di minimo

(rispettiv. massimo) relativo per f se grad f(x°) = 0 ed é soddisfatta una delle seguenti condizioni:

(1) la matrice hessiana di f in x° é definita positiva ( rispettiv. negativa),

(2) gli autovalori della matrice hessiana di f in x° sono tutti > 0, ( rispettiv. < 0),

(3) i minori principali della matrice hessiana di f in x° sono tutti > 0, (rispettiv. alternati in segno
e iol primo é < 0).

Invece x° é punto di sella per f se grad f(x) = 0 ed é soddisfatta una delle seguenti condizioni
equivalenti:

(1) la matrice hessiana di f in x° é indefinita

(2) la matrice hessiana di f in x° ha almeno un autovalore > 0 ed almeno un autovalore < 0,
(3) la matrice hessiana di f in x° ha un minore principale di ordine pari che é < 0 oppure ha due
diversi minori principali di ordine dispari che sono discordi.

Condizioni sufficienti per funzioni di 2 variabili:
Se f é una funzione di classe C? in un aperto A di R? ed (xg,y0) € 4, allora

(1) (zo,yo) é punto di minimo relativo per f se risulta

fm(x(:hy()) = fy(anyO) == 07 fmx(x07y0) >0e det Hf(ConyO) > 07

(2) (z0,y0) é punto di massimo relativo per f se risulta

fw(x(])yO) = fy(l‘07y0) = 07 fwz(xmy(]) < 0e det Hf(x07y0) > 0’

(3) (z0,y0) é punto di sella per f se risulta

J2(xo,y0) = fy(x0,90) =0, e det Hp(xo,y0) <0,



Funzioni (strettamente) convesse o concave; esempi e proprieta.

Caratterizzazione delle funzioni convesse, concave, ecc. : Se X ¢é un sottoinsieme aperto e
convesso di R™ ed f ¢ una funzione di classe C'! in X, allora le seguenti propriet4 sono equvalenti:

a) f é convessa in X,

b) per ogni x,y € X,x#y siha: (grad f(x)— grad f(y)) - (x—y) >0,

c) per ogni  x,x° € X, x # x%si ha: f(x) > f(x°) + grad f(x°)(x —x) .
Viceversa f é

- concava se e solo se nella b) o ¢) si sostituisce > con <,
- strettamente convessa se e solo se nella b) o ¢) si sostituisce > con >,
- strettamente concava se e solo se nella b) o ¢) si sostituisce > con <.
Se poi f é di classe C?, allora f é convessa (rispett. concava) se e solo se per ogni x € X la matrice
Hessiana di f in x é semidefinita positiva, (rispett. semidefinita negativa).
Invece f é strettamente convessa (rispett. strettamente concava) se per ogni x € X la matrice Hessiana
di f in x é definita positiva, (rispett. definita negativa).
Funzioni convesse ed ottimizzazione: Se X é un sottoinsieme aperto e convesso di R™ ed f é una
funzione convessa (rispett. concava) di classe C! in X, allora:
(1) un punto di minimo (massimo) relativo per f é punto di minimo (massimo) assoluto;
(2) se f ha due punti di minimo (rispett. massimo) distinti, x e y, allora tutti i punti del segmento
di estremi x e y sono punti di minimo (massimo) di f;
(3) se f é strettamente convessa (rispett. strettamente concava), allora f ha al massimo un punto di
minimo (rispett. massimo) relativo;
(4) grad f(x°) =0 = x° é un punto di minimo (rispett. massimo) assoluto di f .

Funzioni (scalari) definite implicitamente da una equazione.
Funzioni (vettoriali) definite implicitamente da un sistema di equazioni.

Teorema del DINI (scalare) - (senza dimostrazione)

Sia A un aperto di R? e sia f = f(x,y) una funzione di classe C* di A in R ; se (x9,%) ¢ un punto di
A tale che f(zo,y0) = 0e Vf(xo,y0) # (0,0), allora, in un opportuno intorno di (xg,yo), l'equazione
f(x,y) = 0 definisce implicitamente una funzione.

Piu precisamente, se risulta f(zo,y0) = 0 ed fy,(zo,y0) # 0, allora esistono r > 0,p > 0 tali che per
ogni x €|xg — r,xo + r[ Pequazione f(x,y) = 0 ha una e una sola soluzione y = ¢(x) nellintervallo
190 = .o + pl.

Inoltre la funzione ¢ :Jxg — 7, ¢ + r[—]yo — p, yo + p| € derivabile e risulta

oy el 0(x)
P == o)

per ogni © €|xg — 1,0 + 7[.

In particolare si ha
fx (1’0, yO)

o(ro) =yo e ¢'(z0) = _fy(xo,yo)'



Teorema del DINI (vettoriale) - (senza dimostrazione)

Sia A un aperto di R™ e sia f = (f1, fo,... fr) una funzione di classe C' di A in R¥ con k < n ; se
z0 = (29,29,...2%) & un punto di A tale che f(z°) = 0 e la matrice Jacobiana di f in z° ha rango k,

allora, in un opportuno intorno di z°, il sistema di equazioni

definisce implicitamente una funzione vettoriale.

Piu precisamente, se ¢ invertibile la sottomatrice della matrice Jacobiana di f in z° formata dalle ultime k
colonne, allora (denotato per ogni z € R rispettivamente con x e y i sottovettori formati dalle prime n—k
e dalle ultime k componenti di z), si ha che esistono r > 0, p > 0 tali che per ogni x € B,,_(x°,7) c R*~*
il sistema di equazioni

filx,y)=0 i=1,2,...,k

ha una e una sola soluzione y = ¢(x) in Bi(y®, p) C R* .

Inoltre la funzione ¢ : B, _x(x°,7) +—  Bi(y° r) ¢ differenziabile e risulta

po(x) = —(F,(x,0(x))) " fu(x,0(x))  per ogni x € By (x,7),

dove ¢, denota la matrice jacobiana delle derivate parziali delle componenti di ¢ rispetto alle variabili
T1 = 21, To = 29, «vv... Tn—k = Zn—k, € analogamente f, ed f, denotano le sottomatrici delle derivate
parziali delle componenti di f rispetto alle prime n — k e alle ultime k variabili) .

In particolare si ha

O e pu(x?) = —(£,(2")) " £a(2°).

p(x’) =y
Punti di minimo e massimo vincolato: moltiplicatori di Lagrange e di Kuhn Tucker.
Se f e g1,92,...gr sono funzioni di classe C* da un aperto A di R” in R, allora i punti di minimo o

massimo relativo per f sull’insieme X = {x € Alg;(z) = 0 peri = 1,2,...k}, si trovano risolvendo il
sistema :

MVf(z) = MVa(z)—...... — A Vgr(z) =0
gi(x)=0 peri=12 ...k,
)\06{0,1}, ()\0,)\1,... ,)\k)#(0,0, ...... O)

Invece i punti di minimo (rispett. massimo) relativo per f sull’insieme
X ={zeAlgi(zx) <0 peri=1,2,...k}

si trovano risolvendo il sistema :

MVf(z) —MVa(z)—...... — AVgr(z) =0

Aigi(x) =0 peri=12 ...k,

)\06{0,1}, ()\0,/\1,... ,.../\k)#(o,o, ...... 0),

gi(z) <0, X, <0, (rispett. A\; > 0), peri=12,...k,

Lagrangiana e lagrangiana generalizzata.

Significato economico dei moltiplicatori di Lagrange o di Kuhn Tucker.



