




TAVOLA DELLA CURVA
NORMALE

STANDARDIZZATA



Esempi curva normale

N sigma mi quale e la
probabilta di avere studenti
con u voto superiore a 26



DETERMINARE L’AREA SOTTO LA CURVA
NORMALE STANDARDIZZATA TRA

Z = 0  E  Z = 1,2

ESERCIZI CURVA NORMALE



ESERCIZI CURVA NORMALE
Usando la tavola della curva normale standardizzata si
proceda sotto la colonna segnata z fino a 1,2. Poi procedere a
destra fino alla colonna segata 0. Il risultato 0,384 è l’area
richiesta e rappresenta la probabilità che Z sia compreso tra
0 e 1,2..Quindi≤ ≤ , = ∫ /,

dz=0,384



ESERCIZI CURVA NORMALE

DETERMINARE L’AREA SOTTO LA CURVA
NORMALE STANDARDIZZATA TRA

Z = -0,68 E  Z = 1,20



ESERCIZI CURVA NORMALE

Area richiesta è tra z=0 e z=+0,68 (per simmetria).Procedere quindi sotto la
colonna segnata z fino a raggiungere 0,6 e poi a destra fino alla colonna
segnata 8. Il risultato è 0,2517, è l’area richiesta e rappresenta la probabilità
che Z sia tra -0,68 e 0.Cosi:− , ≤ ≤ = ∫ /, dz=∫ /,

dz=0,2517



ESERCIZI CURVA NORMALE

DETERMINARE L’AREA SOTTO LA CURVA
NORMALE STANDARDIZZATA TRA

Z = -0,46  E  Z = 2,21



ESERCIZI CURVA NORMALE

Area richiesta=(area tra Z=-0,46 e Z=0)+(area tra Z=0 e
Z=2,21)=(area tra Z=0 e Z=0,46)+(area tra Z=0 e
Z=2,21)=0,1771+0,4864=0,6636
L’area 0,6636 rappresenta la probabilità che Z sia tra -0,46 e
2,21.



ESERCIZI CURVA NORMALE

DETERMINARE L’AREA SOTTO LA CURVA
NORMALE STANDARDIZZATA TRA

Z = 0,81  E  Z = 1,94



ESERCIZI CURVA NORMALE

Area richietsa =(area tra Z=0 e Z=1,94)-(area tra
Z=0 e Z=0,81)=0,4738-0,2910=0,1828 che è lo
stesso di P(0,81≤ Z ≤1,94)



ESERCIZI CURVA NORMALE

N=200 studenti Medio voto 26 Sigma 2 studenti
che hanno preso un voto maggiore di 27

N=200 σ=2 µ=26      Z=27-26/2=0,5   AREA 0,20884
0,5(META AREA) +0,20884=0,70884
1-0,79884=0,29   29%

26 27



Inferenza statistica

E’ possibile stimare alcuni valori
incogniti della popolazione
attraverso le osservazioni
campionarie. La stima avviene
attraverso l’utilizzo dello
stimatore che deve essere
corretto efficiente e consistente.



Le caratteristiche della popolazione vengono
stimate attraverso le caratteristiche del
campione estratto dalla popolazione

L’inferenza statistica ci permette di
verificare un ipotesi relativa alle
caratteristiche della popolazione

INFERENZA STATISTICA



Le fasi dell’inferenza statistica sono :
1.Estrazione di una parte della popolazione

(Campione)
2.Calcolo delle statistiche campionarie,  ossia dei

valori corrispondenti ai dati contenute nel
campione ( es. media del campione, deviazione
standard, percentuale ecc)

3.Staima dei parametri nella popolazione in base
ai risultati forniti dal  campione (inferenza)

INFERENZA STATISTICA



INFERENZA STATISTICA
POPOLAZIONE: insieme che raccoglie tutte le osservazioni
possibili, relativamente ad una  variabile o a un fenomeno.
Popolazione finita ed infinita
CAMPIONE:
1. Raccolta finita di elementi estratti da una popolazione
2. Scopo dell’estrazione è quello di ottenere informazioni

sulla popolazione
3. Il campione deve essere rappresentativo della popolazione

da cui viene estratto
4. Per soddisfare le condizioni summenzionate il campiopne

deve  essere casuale



popolazione

Campione

CAMIPAMENTO

INFERENZA

INFERENZA STATISTICA E CAMPIONAMENTO



Una variabile numerica che può assumere diversi
valori viene denominata variabile casuale. Casuale
in quanto generata da un esperimento di cui non
siamo in grdao di prevedere l’esito con certezza.
Ognuno dei risultati di una variabile casuale è
associato au una determinata probabilità
La funzione che associa ad ogni valore della
variabile una probabilità si chiama «distribuzione di
probabilità»
L’area totale sottesa da un adistribuzione di
probabilità è uguale ad 1.
Si possono determinare le distribuzioni di
probabilità di molte variabili su base teorica
«distribuzioni teoriche di probabilità»



Le distribuzioni teoriche o leggi di probabilità rappresentano  nella
statistica inferenziale u valido strumento per rappresentare una
distribuzione osservata grazie all’utilizzo di un modello matematico
che dipende da alcuni parametri.
Un modello entra in un processo di inferenza in due modi:
1. Alcuni problemi di inferenza statistica per essere risolti

richiedono particolari assunti sulla forma della distribuzione che
caratterizza la popolazione;

2. Altri problemi di inferenza si basano sulle caratteristiche di una
distribuzione teorica

3. In entrambi i casi abbiamo bisogno di un modello matematico
per studiare il fenomeno aleatorio (regolato dal caso) da un
punto di vista inferenziale



Variabile casuale e Variabile
statistica

La variabile casuale è analoga alla
variabile statistica ma differisce da
quest’ultima per il fatto che in
corrispondenza alle singole modalità al
posto delle frequenze assolute o
relative abbiamo la probabilità che un
evento si verifichi.



Variabili casuali discrete e
continue

VARIABILI
CASUALI
DISCRETE

VARIABILI
CASUALI

CONTINUE
Bernouli Normale
Binomiale Lognormale
Poisson Gamma
Ipergeometrica Chi-quadrato
Uniforme t di student

F-di Fisher-
Snedecor



Popolazione o universo

Insieme di tutti gli elementi

Esempio sondaggio elettorale
Prodotti acquistati



CAMPIONE

E’ un sottoinsieme della
popolazione

Esempio campione di elettori
 Campione rappresentativo che deve replicare le

stesse caratteristiche della popolazione

Il campionamento per essere rappresentativo deve
essere un campione casuale o estratto casualmente
dalla popolazione



Campionamento casuale semplice

 Estrarre a caso da una popolazione

TUTTI GLI ELEMENTI DELLA POPOLAZIONE HANNO
LA STESSA PROBABILITA’ DI ESSERE ESTRATTI-
FONTE STATISTICA

ESEMPIO DALLE LISTE ELETTORALI ESTRAIAMO
CASUALMENTE I SOGGETTI DA INTERVISTARE



CAMPIONAMNETO CASUALE STRATIFICATO

SUDDIVISIONE DELLA POPOLAZIONE IN
SUB –POPOLAZIONI OMOGENEE..

ESTRAZIONE CASUALE DELLA SUB POPOLAZIONE



PARAMETRI E  INDICATORI

LA CARATTERISTICA  STUDIATA RIFERITA:

ALLA POPOLAZIONE                               PRENDE IL NOME DI  PARAMETRO

AL  CAMPIONE PRENDE IL NOME DI INDICATORE O
STATISTICA

LA CARATTERISTICA PUO ESSERE L’ETA MEDIA DEGLI STUDENTI
CHE VIENE CALCOLATA O SULLA POPOLAZIONE O SU UN
CAMPIONE OPPURE UNA PERCENTEUALE O UNA VARIANZA ECC



STIMA DEI PARAMETRI

CONOSCERE I PARAMETRI DELLA POPOLAZIONE
ATTRAVERSO I DATI DEL  CAMPIONE

STIMA PUNTUALE  O DEL VALORE SU QUEL
PARAMETRO DELLA POPOLAZIONE

STIMA INTERVALLARE O DELL’ INTERVALLO (O LA
MEDIA IN UN INTERVALLO DI CASI)



LO STIMATORE PER EFFETTUARE LA STIMA DEI
PARAMETRI DELLA POPOLAZIONE

LO STIMATORE E’ UN METODO DI CALCOLO IMPIEGATO AI DATI
DEL CAMPIONE  PER OTTENERE UNA STIMA DI UN
PARAMETRO DELLA POPOLAZIONE

ESEMPIO LA MEDIA CAMPIONARIA           E’ UNO STIMATORE
DELLA  MEDIA               DELLA POPOLAZIONE

N

X



GLI STIMATORI RAPPRESENTANO UNA FUNZIONE DEI VALORI
OSSERVATI



PROPRIETA’ DEGLI STIMATORI

CORRETTEZZA
Il valore atteso (o media) del campione
coincide con il parametro della popolazione
ossia il valore atteso o media calcolato sui
singoli campione è uguale al valore medio
della popolazione, ossia se noi calcoliamo tante
medie dei campioni la media delle medie di
tutti i campioni deve coincidere con quella
della popolazione

  XE



PROPRIETA’ DEGLI STIMATORI
CONSISTENZA




)(XELim
n




)var( XLim
n

La proprietà della consistenza fa riferimento all’ampiezza del
campione, ossia all’aumentare del campione aumenta la
probabilità che il valore atteso o media calcolata su tutte le
medie dei campioni coincide con il parametro della popolazione
o alla media della popolazione.
Ciò vale anche per la variabilità ossia all’aumentare del
campione aumenta la probabilità che la variabilità calcolata su
tutti i campioni si avvicini alla variabilità calcolata sulla
popolazione



PROPRIETA DEGLI STIMATORI
EFFICENZA

QUEST’ULTIMA PROPRIETA FA RIFERIMENTO ALLA
PRECEDENTE IN QUANTO LO STIMATORE
MIGLIORE E QUELLO CHE HA VARIANZA
CAMPIONARIA



DISTRIBUZIONE CAMPIONARIA

Estrazione da una popolazione di N elementi, di tutti i
possibili campioni di n < N elementi

Calcolo dell’indicatore o in ogni campione:

Distribuzione di frequenza degli indicatori ossia delle
medie calcolate in ogni campione di ampiezza n piccolo
estratto dalla popolazione di N grande elementi

X



DISTRIBUIZIONE CAMPIONARIA DELLA MEDIA

POPOLAZIONE: 5    7     9

Calcoliamo i seguenti PARAMETRI:

2

3

63.1

66.2

7
2








n

N






Costruiamo la distribuzione campionaria della media, estraendo dalla
popolazione un campione di ampiezza di 2 elementi per volta



Se consideriamo  tutti i campioni diversi  estratti attraverso una procedura di
reimmissione dalla popolazione avremo la seguente tabella

Campioni 5-5 5-7 5-9 7-5 7-7 7-9 9-5 9-7 9-9

media 5 6 7 6 7 8 7 8 9
Il primo campione 5-5- avrà media 5, il secondo campione media 6 ecc.
Abbiamo tutti i campioni e la media per ogni singolo campione

Dalla distribuzione campionaria della media si passa alla
distribuzione delle frequenza che rappresenta la distribuzione
campionaria della media.

5 6 7 8 9

frequenza 1 2 3 2 1
X

DISTRIBUZIONE CAMPIONARIA DELLA MEDIA



0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

5 6 7 8 9

7X  X

33.12 X
nX

2
2 

 
n



La varianza della distribuzione campionaria della media è uguale
alla varianza della popolazione. L’errore standard o deviazione
standard è uguale a sigma fratto radice quadrata del campione
considerato



NUMEROSITA’ DEL CAMPIONE  (n)

Influenza la forma; la precisione della media; l’efficienza
della stima

Al crescere di n (n>30)

FORMA NORMALE

MEDIA MEDIA DELLA
POPOLAZION

ERRORE
STANDARD MINIMO



SPESSO LA VARIANZA               DELLA POPOLAZIONE NON E’ NOTA2
La varianza della distribuzione campionaria della media
può essere stimata dai dati del campione nel seguente
modo:

)1(
ˆ

1
ˆ

2
2







n

S

n

S
XX 

Invece di utilizzare la varianza della popolazione sigma
quadro utilizziamo la varianza calcolata sui dati del
campione S2 /n-1



USO DELLA DISTRIBUZIONE
CAMPIONARIA DELLA MEDIA
NELL’INFERENZA STATISTICA



Campione:   n,           ,S2
X

MEDIA                     DELLA POPOLAZIONE?

 X

“QUALE SARA’ “X
Noi sappiamo che la media della popolazione  è
uguale alla media delle medie della distribuzione
campionaria delle medie

Quale sarà la media della distribuzione campionaria delle
medie?



Intervallo di confidenza nel quale ricade            con una
probabilità elevata (es p_0,95)

95,0)(  cXcXP 

 Utilizzare la distribuzione campionaria delle medie
per definire intervallo di confidenza





PROPRIETA’ DELLA DUSTRIBUZIONE CAMPIONARIA
DELLE MEDIE:

Forma normale per n>30
Media = media della popolazione  X

)1(
ˆ






n

s
n

X

X






Errore standard

Possiamo utilizzare queste proprietà per calcolare l’intervallo
di confidenza  in cui è compresa una media



Possiamo standardizzare il valore ottenuto sulla media del campione
considerando la media e la deviazione standard della distribuzione alla
quale, questa media ,calcolato su uno specifico campione, appartiene ,
ossia la media calcolata su uno specifico campione appartiene alla
distribuzione campionaria delle medie per i campione ampiezza n piccolo ,
ossia possiamo utilizzare la media della distribuzione campionaria delle
medie e la deviazione standard della distribuzione campionaria media per
calcolare un normale punteggio standardizzato Z

X

X
X

X
Z





Poiché la DCM è normale:

95.0)96.196.1(  XZP

95.0)96.196.1( 



X

XX
P




X



Attraverso alcuni passaggi algebrici avremo:

95.0)96.196.1(  XXX Xp 

95.0)96.196.1(  XXX XXp 

95.0)96.196.1(  XXX XXp 

95.0)96.196.1(  XXX XXp 



Inferenza su media
Stima puntuale

Il miglior stimatore puntuale
corretto della media incognita della
popolazione, distribuito secondo la
legge normale nella popolazione
dalla quale è stato estratto un
campione, è costituito dalla media
aritmetica delle osservazioni
campionarie. In simboli





n

i

i

n

X
X

1

̂



Esempio inferenza stima puntuale

Le stature dei ventenni baresi si
distribuiscono secondo la legge
normale . Si voglia stimare la
statura media della popolazione in
base ad un campione di 16
intervistati:
166,171,58,159,175,180,162,169,
173,177,164,177,170,174,173,172

La media campionaria è:

cm170)16/172...171166( X



Inferenza su media
Intervallo di confidenza

Più complesso è il problema della
determinazione di intervalli di
confidenza per la media incognita in
quanto richiede la conoscenza della
distribuzione campionaria dello
stimatore puntuale utilizzato. Infatti nel
campo di variazione della distribuzione
campionaria dello stimatore,si rende
necessario individuare un intervallo che
con una prefissata probabilità 1-ά
includa la media incognita della
popolazione



Inferenza su media
Intervallo di confidenza

Esistono infiniti intervalli
corrispondenti alla probabilità
1-ά si sceglie quello più piccolo
dato che più piccolo è
l’intervallo più precisa è
l’informazione che otteniamo
sulla media incognita.



Inferenza su media
Intervallo di confidenza

Per procedere  alla costruzione
dell’intervallo di confidenza

bisogna prima distinguere due
casi a seconda che il parametro

della popolazione sia noto o meno
2



Inferenza su media
Intervallo di confidenza

Caso in cui il parametro        è noto2

n

X
Z

/




Si applica il

TEST Z

Curva normale
standardizzata

)/96,1/96,1Pr(95,0 nXnX  

Posto 1-ά =0,95 si ha:



Inferenza su media
Intervallo di confidenza

Esempio consideriamo un
campione di 150 studenti che
riportato agli esami di stato un
voto medio di 70, supponendo di
conoscere la varianza sigma
quadro uguale a 9 si determini il
voto medio dell’intera popolazione
normale costituita da un collettivo
di 400.000 studenti partecipanti
agli esami di maturità con un
intervallo di confidenza al 95%



Inferenza su media
Intervallo di confidenza

Applicando la formula avremo:

)48,7052,69Pr(

)150/396,107150/396,170Pr(95,0







)/96,1/96,1Pr(95,0 nXnX  

La quale esprime che si è sicuri (si ha fiducia) di
essere nel vero il 95% delle volte affermando che il
voto medio di tutti gli studenti sia compreso
nell’intervallo tra 69,52 e 70,48



Inferenza su media
Intervallo di confidenza

Caso in cui il parametro        non è noto2
Si applica

il Test t di
student nS

X
Z

/




In cui si considera  lo stimatore S  della
varianza corretta del campione


