
PROBLEMI 
DI 

INFERENZA SU MEDIE



STIMA PUNTUALE

Il problema della stima di una media si pone allorchè si vuole
conoscere, sulla base di osservazioni campionarie, il valore medio μ
che un dato carattere presenta nella popolazione dalla quale il
campione è stato estratto.
Il migliore stimatore puntuale corretto della media incognita μ di un
carattere, secondo la legge normale nella popolazione dalla quale è
stato estratto il campione è

La varianza di è σ2/n.
Anche se il carattere nella popolazione non si distribuisce
normalmente, la media aritmetica del campione è sempre uno
stimatore corretto
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STIMA PUNTUALE



Stima per intervallo (σ noto)

Tenendo conto che la v.c.       è N (μ, σ2/n), la v.c.

ha distribuzione normale standardizzata; è possibile allora, scelto 
un livello di confidenza 1 – α, determinare l’intervallo che con 
probabilità 1 – α, include la media incognita μ.

Questa procedura è identica per i grandi e piccoli campioni
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ESEMPIO
Le stature dei ventenni baresi maschi della classe 1979, misurate alla leva,
si distribuiscono secondo la legge normale.
Si voglia determinare l’intervallo di confidenza (1-α = 0,95) della media,
sapendo che lo scarto quadratico medio della popolazione è σ = 6,5.
Si sceglie un campione di numerosità n=16 e utilizzando lo stimatore MEDIA
otteniamo :

Per cui

L’intervallo di confidenza cercato è 166,82 – 173,18, il quale, con probabilità
pari al 95%, potrebbe essere uno di quelli che includono il parametro ignoto
μ.
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ALCUNI VALORI PIU’ UTILIZZATI DELL’INTEGRALE DELLA 
CURVA NORMALE STANDARDIZZATA

Livello di confidenza
1 – α

Livello di significatività
α

Valori soglia di 
zα

0,50 0,50 0,674
0,90 0,10 1,645
0,95 0,05 1,960
0,98 0,02 2,326
0,99 0,01 2,576

0,998 0,002 3,090
0,999 0,001 3,291
0,9998 0,0002 3,719
0,9999 0,0001 3,891



Stima per intervallo (σ non noto)
In genere lo scarto quadratico medio della popolazione σ,
al pari della media μ, non è noto. Pertanto, per ottenere un
intervallo di confidenza per la media della popolazione
possiamo basarci sulle sole statistiche campionarie e S.
Se la variabile casuale X ha una distribuzione normale
allora la statistica

ha una distribuzione t di Student con (n−1) gradi di libertà.
Se variabile casuale X non ha una distribuzione normale la
statistica t ha comunque approssimativamente una
distribuzione t di Student in virtù del Teorema del Limite
Centrale.
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Varianza campionaria
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Stima per intervallo (σ non noto)
La distribuzione t di Student ha una forma molto simile a
quella della normale standardizzata. Tuttavia il grafico
risulta più appiattito e l’area sottesa sulle code è maggiore
di quella della normale a causa del fatto che σ non è noto e
viene stimato da S. L’incertezza su σ causa la maggior
variabilità di t.

All’aumentare dei gradi di libertà, la distribuzione t si
avvicina progressivamente alla distribuzione normale fino a
che le due distribuzioni risultano virtualmente identiche.



Stima per intervallo (σ non noto)
I valori critici della
distribuzione t di
Student corrispon-
denti agli appro-
priati gradi di
libertà si ottengo-
no dalla tavola
della distribuzione
t .
Ogni colonna è
relativa ad un ’
area a destra del-
la distribuzione t.



Per la determinazione dell’intervallo di confidenza di μ si utilizzano, così
come il caso della normale standardizzata, le tavole della T di Student.



Stima per intervallo (σ non noto)
Il significato dei gradi di libertà è legato al fatto che per
calcolare S2 è necessario calcolare preventivamente .
Quindi, dato il valore di , solo n−1 osservazioni
campionarie sono libere di variare: ci sono quindi n−1 gradi
di libertà.
L’intervallo di confidenza all’(1−α)% della media quando σ
non è noto è definito nell’equazione (8.2).
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Intervallo di confidenza per la media (σ non noto)
(8.2)

dove tn−1;α/2 è il valore critico a cui corrisponde un’area
cumulata pari a (1−α/2) della distribuzione t di Student con
(n−1) gradi di libertà.
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Stima per intervallo(σ non noto)
Esempio: una azienda manifatturiera è interessata a
stimare la forza necessaria a rompere un isolatore termico
di propria produzione. A questo scopo viene condotto un
esperimento dove viene misurato il peso di rottura per un
campione di 30 isolatori:

Dai dati campionari si ricava che =1723.4 e S=89.55.
Dalla tavola E.3 si ottiene il valore critico t29;0.025=2.0452,
quindi un intervallo di confidenza al 95% per μ è dato da

= 1723.4±(2.0452)∙89.55/√30 = 1723.4±33.44

perciò si ottiene 1689.96 ≤ μ ≤ 1756.84.
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Stima per intervallo (σ non noto)

Possiamo quindi concludere con un livello di confidenza del
95% che la forza media necessaria per rompere un
isolatore è compresa tra 1689.96 e 1756.84. La validità
dell’intervallo dipende dall’assunzione di normalità per la
forza, anche se per campioni di numerosità elevata, questa
ipotesi non è così stringente.



Stima per intervallo
Varianza non nota – Grandi campioni
Se la varianza non è nota, ma la dimensione
campionaria n è sufficientemente grande, anziché
la v.c. T possiamo utilizzare la v.c. Z
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Determinazione dell’ampiezza campionaria

Per determinare l’ampiezza campionaria necessaria per stimare la 
media dobbiamo considerare l’imprecisione nella stima dovuta alla 
variabilità campionaria che siamo disposti a tollerare e il livello di 
confidenza desiderato: 

La differenza tra la media campionaria e la media della popolazione,
indicata con e, prende il nome di errore di campionamento.
Risolvendo per n si ottiene l’ampiezza campionaria necessaria per
determinare un intervallo di confidenza per la media con errore
campionario inferiore ad e:
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Determinazione dell’ampiezza campionaria

Per determinare l’ampiezza del campione dobbiamo quindi disporre
di tre elementi:

1.il livello di confidenza desiderato, che determina il valore di Z, il
valore critico dalla distribuzione normale standardizzata;

2.l’errore campionario e accettabile;

3.lo scarto quadratico medio σ.

È importante sottolineare che di tali informazioni avremo bisogno
prima di estrarre il campione. Nella pratica, può non essere sempre
facile determinare queste tre quantità.



Esempio.
La XYZ è un’azienda di vendita all’ingrosso di prodotti alimentari.
Il revisore dell’azienda è responsabile dell’accuratezza
dell’inventario e dell’accuratezza delle registrazioni delle fatture.
Ovviamente, sarebbe possibile tenere sotto il controllo questi
aspetti analizzando ad esempio tutte le fatture. Tuttavia, è evidente
che un controllo di questo tipo sarebbe eccessivamente oneroso sia
in termini di costi che di tempo.
Un approccio più efficiente potrebbe utilizzare tecniche inferenziali
per trarre conclusioni sulla popolazione a partire dalle osservazioni
contenute in un campione. Per questo motivo, alla fine di ogni mese,
viene estratto un campione casuale di fatture per determinare
l’ammontare medio registrato nelle fatture.
Quanto sono accurati i risultati campionari e come possono essere
utilizzati? Il campione è abbastanza ampio da consentire di ottenere
informazioni che ci interessano con la precisione desiderata?



Esempio.
Supponete di estrarre un campione casuale di 100 fatture di vendita
dalla popolazione delle fatture di un mese e di osservare un
ammontare medio pari a 100,45 euro, con uno scarto quadratico
medio s=25,6 euro. Se vogliamo ottenere un intervallo di confidenza
al 95% per la media della popolazione dobbiamo utilizzare la
formula:
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Esempio.
Adesso ci chiediamo, come è stata determinata l’ampiezza
campionaria? Ci sono ampiezze campionarie più opportune di
questa?
Supponiamo che, dopo alcune consultazioni con i funzionari della

società, si stabilisca di essere disposti a tollerare un errore
campionario non superiore a 5 euro per un livello di confidenza del
95%. Si osserva inoltre che lo scarto quadratico medio delle vendite
è stato pari a 25 euro per un lungo periodo.
Quindi, ponendo: e = 5; σ = 25 ; Z = 1,96 (al livello di confidenza pari
al 95%) otteniamo

Quindi n = 97: l’ampiezza campionaria scelta, 100, è vicina a quella
necessaria per soddisfare le richieste della società con riferimento
all’errore campionario tollerato, al livello di confidenza fissato e sulla
base della stima dello scarto quadratico medio disponibile.
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VERIFICA DELLE IPOTESI SULLA MEDIA 
DELLA POPOLAZIONE (σ noto)

SISTEMA D’IPOTESI

Caso in cui la varianza della popolazione è nota (grandi e piccoli campioni)
Il TEST utilizzato è

Fissato α (LIVELLO DI SIGNIFICATIVITA’) si accetterà l’ipotesi nulla se
|z| ≤ zα/2 nel caso di ipotesi alternativa bidirezionale;
z ≥ - zα nel caso di ipotesi alternativa unidirezionale sinistra;
z ≤ zα nel caso di ipotesi alternativa unidirezionale destra.
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IPOTESI ALTERNATIVA BIDIREZIONALE





ALCUNI VALORI PIU’ UTILIZZATI DELL’INTEGRALE DELLA 
CURVA NORMALE STANDARDIZZATA

Livello di confidenza
1 – α

Livello di significatività
α

Valori soglia di 
zα

0,50 0,50 0,674
0,90 0,10 1,645
0,95 0,05 1,960
0,98 0,02 2,326
0,99 0,01 2,576

0,998 0,002 3,090
0,999 0,001 3,291
0,9998 0,0002 3,719
0,9999 0,0001 3,891





IPOTESI ALTERNATIVA UNIDIREZIONALE



ESEMPIO
Il salario medio orario dei lavoratori di un particolare settore industriale è di
5,10€ con un σ di 0,50€. I lavoratori di una particolare ditta, in base ad un
campione di 30 lavoratori, percepiscono 4,50€ all’ora.
I lavoratori di quella ditta ritenevano di essere sottopagati.
Verifichiamo:

1) SCRIVERE LE IPOTESI
H0: μ = 5,10 il salario medio non si discosta da quello del settore.
H1: μ < 5,10 il salario medio è inferiore a quello di settore.

2) TROVARE LA STATISTICA PER IL CAMPIONE
È il valore medio campionario del salario della ditta: = 4,50

3) CALCOLARE IL TEST STATISTICO
Trattandosi di un test a una coda, se il livello di significatività voluto è
ancora del 5 %, dalle tavole della normale si trova che il 5% delle
osservazioni si trova al di sopra del valore standardizzato 1,645 (coda a
destra) o al di sotto di –1,645 (coda a sinistra). Poiché l’ipotesi alternativa
mi dice che i loro salari sono inferiori alla media nazionale, considero solo
la coda a sinistra.

X



4) CONFRONTARE QUESTO
VALORE CON QUELLI CRITICI
Il test statistico Z è dunque -
6,57. Cade quindi nella zona di
rifiuto dell’ipotesi nulla H0.
Cioè il salario medio della ditta
è significativamente inferiore a
quello medio nazionale.
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4) CONFRONTARE QUESTO
VALORE CON QUELLI CRITICI
Il test statistico Z è dunque -1,2.
Cade quindi nella zona di
accettazione dell’ipotesi nulla
H0. Quindi, si decide di lasciare
il distributore.

3) CALCOLARE IL TEST STATISTICO
Trattandosi di un test a una coda, se il livello di significatività
voluto è ancora del 5 %, dalle tavole della normale si trova che il
5% delle osservazioni si trova al di sopra del valore standardizzato
1,645 (coda a destra) o al di sotto di –1,645 (coda a sinistra).
Poiché l’ipotesi alternativa mi dice di controllare che il numero
delle bibite sia inferiore a 35, considero solo la coda a sinistra.

2,1
16

10
3532

−=
−

=
−

=

n

xZ
σ

µ



VERIFICA DELLE IPOTESI SULLA MEDIA 
DELLA POPOLAZIONE (σ ignoto)

SISTEMA D’IPOTESI

Caso in cui la varianza della popolazione è ignota (piccoli campioni)
Il TEST utilizzato è

Fissato α (LIVELLO DI SIGNIFICATIVITA’) si accetterà l’ipotesi nulla se
|t| ≤ tn-1,α/2 nel caso di ipotesi alternativa bidirezionale;
t ≥ - tn-1,α/2 nel caso di ipotesi alternativa unidirezionale sinistra;
t ≤ tn-1,α/2 nel caso di ipotesi alternativa unidirezionale destra.
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Il test T

Il test t è molto simile al test Z, ma usa la distribuzione t
invece della normale. È un tipo di distribuzione che ha
una forma simile (a campana) ma è adatta per campioni
piccoli.

L’altezza della campana della distribuzione t varia a
seconda del numero di osservazioni: tanto più n è
piccole tanto più la campana è bassa e viceversa.
Quando n ³ 30 la distribuzione t approssima molto bene
quella Normale.





Procedura per il test T
A.Va calcolata la statistica usando la formula del test T:

Dove, abbiamo già visto

B. Quindi vanno individuati i valori critici che separano la zona di
rifiuto dalla zona di accettazione.
Per trovarli si deve ricorrere alle tavole della distribuzione t.
Questa è un diversa da quella della Normale. È necessario
conoscere i gradi di libertà: questi dipendono dalla dimensione del
campione.
I gradi di liberta rappresentano il numero di unità di informazioni
indipendenti in un campione attinenti la stima di un parametro. I
gradi di libertà sono pari alla numerosità campionaria meno il
numero di parametri noti della popolazione.
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La colonna a sinistra della tavola della distribuzione t contiene il
numero di gradi di libertà, mentre le restanti colonne danno i valori
critici per i vari livelli di significatività (la proporzione dell’area che sta
su una delle due code).



ESEMPIO 1
Dai dati nazionali il valore medio delle spese settimanali di una famiglia
formata da quattro persone, risulta essere di 158€ .
Sono state intervistate 16 famiglie della zona trovando che il loro consumo
medio è di 149€ con uno sqm di 33. Al livello del 5% di significatività, la loro
spesa media è significativamente diversa da quella nazionale?
Non si conosce lo σ della popolazione e il campione è n < 30. Quindi
usiamo un test t.
1) SCRIVERE LE IPOTESI

H0: µ = 158 (ipotesi nulla, il consumo medio è in linea con
quello nazionale)

H1: µ≠ 158 (ipotesi alternativa, il consumo medio non è in
linea con quello nazionale)
2) TROVARE LA STATISTICA PER IL CAMPIONE
consumo medio delle famiglie campione = 149 (media campionaria) con uno
SQM di 33.



3) CALCOLARE IL TEST STATISTICO t
Si tratta di un test a due code:

4) CONFRONTARE QUESTO VALORE CON QUELLI CRITICI
Vanno trovati i punti critici: la numerosità del campione è 16. I gradi
di libertà sono 16 meno l’unico parametro noto sulla popolazione
che è la media: due i gradi di libertà sono 15.
Al livello di significatività del 5% i punti critici si trovano a –2,1314
e 2,1314.
→ il test statistico t si trova nella zona di accettazione dell’ipotesi
nulla: la spesa media di questo campione non è significativamente
diversa da quella nazionale.

( ) ( ) 09,1
19

33
158149

−=
−

=
−

=

n
s
XT µ



ESEMPIO 2
Un gruppo di 9 persone che aspira ad un’assunzione presso un certa ditta,
deve sottoporsi ad un test psicometrico. I loro punteggi sono: 71 63 62
74 69 67 59 65 68 65 66 67
Si sa che il punteggio medio di tutti i test precedenti è 62. Si vuole
verificare se questo gruppo di persone ha un punteggio medio superiore a
questa media.
1) SCRIVERE LE IPOTESI

H0: µ = 62 (ipotesi nulla, la resa del gruppo è la stessa della media)
H1: µ > 62 (ipotesi alternativa, la loro resa è maggiore)

2) TROVARE LA STATISTICA PER IL CAMPIONE
Si tratta di calcolare media e sqm dei 12 dati disponibili. Il punteggio medio
è x = 66,33 e s = 4,03 (si ricordi che n<30).
3) CALCOLARE IL TEST STATISTICO t
Si tratta di un test a una coda:
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4) CONFRONTARE QUESTO VALORE CON QUELLI CRITICI
Avendo 12 osservazioni, i gradi di libertà sono 11(12-1). A livello di
significatività del 5% (0,05) e trattandosi di un test a una coda, il punto
critico il punto critico si trova a 1,7959

→ dunque il test t cade nella
zona di rifiuto dell’ipotesi nulla.
La resa del gruppo è
significativamente superiore
rispetto a quella della media



CONFRONTO FRA LE MEDIE DI DUE 
CAMPIONI

Nei problemi con due campioni l’obiettivo dell’inferenza è 
confrontare le risposte nei due trattamenti o confrontare le 
caratteristiche di due popolazioni.

CONDIZIONI PER IL CONFRONTO TRA DUE MEDIE
• Dobbiamo avere due campioni casuali semplici selezionati da due 

popolazioni differenti.
• I campioni devono essere indipendenti; vale a dire che non deve 

esserci alcun tipo di associazione fra le unità del primo e del 
secondo campione. 

• Misuriamo la stessa variabile per entrambi i campioni. Entrambe 
le popolazioni sono distribuite normalmente.

• Le medie e la deviazione standard delle popolazioni sono 
incognite. In pratica, è sufficiente che le distribuzioni abbiano una 
forma simile e che i dati non presentino degli outlier eccessivi



CONFRONTO FRA LE MEDIE DI DUE 
CAMPIONI

SIMBOLOGIA
I POPOLAZIONE II POPOLAZIONE

Variabile X1 X2

Media µ1 µ2

Deviazione standard σ1 σ2

Numerosità campionaria n1 n2

Media campionaria
Dev.std. campionaria s1 s2

X1 X2



SISTEMA D’IPOTESI   

Caso in cui le varianze delle popolazioni sono ignote ma supposte uguali:

Essendo ignoto il valore della varianza comune, si procede alla stima di questa con la
media aritmetica delle due varianze campionarie ponderata con i rispettivi gradi di
libertà.

Il TEST utilizzato è

Se il risultato del test è all’interno dell’intervallo:
(soglie della distribuzione T di Student)
si accetta Ho, se esterno si rifiuta
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Esempio
Due esperimenti di un dato prodotto agricolo, su sei e otto zone 

sperimentali ha dato i seguenti risultati (ql per ettaro):
I 17 21 19 23 18 22
II 21 19 23 26 22 24 20 21
Considerando le suddette osservazioni come due campioni casuali 

provenienti da due popolazioni normali, si vuole confrontare il 
rendimento medio dei due esperimenti.

Numerosità campionaria n1 = 6 n2 = 8

Media campionaria = 20 = 22

Varianza campionaria s1
2=5,60 s2

2=5,14

Il TEST utilizzato è

Nelle Tavole della T di Student con 12 gdl e  α=0,05, si legge il valore 
t=2,179: quindi l’intervallo è -2,179 e +2,179. Essendo il risultato del test 
interno a detto intervallo, possiamo affermare che la differenza 
riscontrata tra i due campioni è di natura casuale a livello del 5%.
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L’approccio del P-VALUE

Esiste un altro approccio alla verifica di ipotesi: l’approccio del p-
value. 
•Il p-value rappresenta la probabilità di osservare un valore della 
statistica test uguale o più estremo del valore che si calcola a 
partire dal campione, quando l’ipotesi H0 è vera. 
•Un p-value basso porta a rifiutare l’ipotesi nulla H0. 

Il p-value è anche chiamato livello di significatività osservato, in 
quanto coincide con il più piccolo livello di significatività in 
corrispondenza del quale H0 è rifiutata. 

In base all’approccio del p-value, la regola decisionale per rifiutare 
H0 è la seguente: 
•Se il p-value è ≥ α, l’ipotesi nulla non è rifiutata.
•Se il p-value è < α, l’ipotesi nulla è rifiutata. 



L’approccio del P-VALUE

Torniamo ancora una volta all’esempio relativo alla produzione delle
scatole di cereali. Nel verificare se il peso medio dei cereali contenuti
nelle scatole è uguale a 368 grammi, abbiamo ottenuto un valore di Z
uguale a 1.50 e non abbiamo rifiutato l’ipotesi, perchè 1.50 è maggiore
del valore critico più piccolo –1.96 e minore di quello più grande +1.96.

Risolviamo, ora, questo problema di verifica di ipotesi facendo ricorso
all’approccio del p-value. Per questo test a due code, dobbiamo, in
base alla definizione del p-value, calcolare la probabilità di osservare
un valore della statistica test uguale o più estremo di 1.50.

Si tratta, più precisamente, di calcolare la probabilità che Z assuma un
valore maggiore di 1.50 oppure minore di –1.50. In base alla Tavola
della CURVA NORMALE STANDARDIZZATA, la probabilità che Z
assuma un valore minore di –1.50 è 0.0668, mentre la probabilità che Z
assuma un valore minore di +1.50 è 0.9332, quindi la probabilità che Z
assuma un valore maggiore di +1.50 è 1 – 0.9332 = 0.0668. Pertanto il p-
value per questo test a due code è 0.0668 + 0.0668 = 0.1336.



L’approccio del P-VALUE

Approccio del p-value alla verifica di ipotesi
Si tratta, più precisamente, di calcolare la probabilità che Z
assuma un valore maggiore di 1.50 oppure minore di –1.50. 
In base alla Tavola E.2, la probabilità che Z assuma un valore 
minore di –1.50 è 0.0668, mentre la probabilità che Z assuma 
un valore minore di +1.50 è 0.9332, quindi la probabilità che Z
assuma un valore maggiore di +1.50 è 1 – 0.9332 = 0.0668. 
Pertanto il p-value per questo test a due code è 0.0668 + 
0.0668 = 0.1336. 


