
DISTRIBUZIONI DI PROBABILITA’
La distribuzione di probabilità è un modello

matematico, uno schema di riferimento, che ha
caratteristiche note e che può essere utilizzato per
rispondere a delle domande derivate da problemi
reali

Ad esempio un sistema informativo aziendale per
la gestione degli ordini ha il compito di individuare
errori o informazioni incomplete. Se la probabilità
di che un generico ordine non sia corretto è 0.1
qual è la probabilità che in una giornata in cui
vengono sottoposti quattro ordini nessuno di
questi venga segnalato come errato?

Il processo informativo potrebbe essere
approssimato da un modello descritto da una
distribuzione di probabilità



VARIABILI CASUALI o ALEATORIE
Una variabile casuale è una regola che associa ad ogni evento
un unico numero reale.
Formalmente, una variabile casuale è una funzione misurabile
e a valori reali definita sullo spazio Ω.

Una v.c. discreta è una corrispondenza tra gli eventi (Ω, A,
Pr(.)) ed un insieme discreto (finito e numerabile) di numeri
reali.

Una v.c. continua X è una funzione misurabile e a valori reali
che assegna ad ogni evento E di Ω di uno spazio di probabilità
continuo un numero reale x € R



LA FUNZIONE DI RIPARTIZIONE

La funzione di ripartizione F(x0) di una v.c. X calcolata nel punto x0 è
definita dalle seguenti relazioni:
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VALORI CARATTERISTICI DI UNA V.C.

Data una v.c. X ben definita, si definisce valor medio della v.c. X la
seguente quantità:

Si definisce varianza della v.c. la quantità:

( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=

∫

∑
∞+

∞−

∞

=

continua un v.c. è X se           

discreta un v.c. è X se                   
1

dxxxf

px
XE i

ii

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−
=−=

∫

∑
∞+

∞−

∞

=

 continua  v.c.una è X se           ,

discreta  v.c.una è X se                         

2
1

2
2

xdxfx

px
XEXVar

i

i
ii

µ

µ
µ



PRINCIPALI VARIABILI CASUALI

DISCRETE
• Bernoulli
• Binomiale
• Poisson
• Ipergeometrica
• Multinomiale
• ………..

CONTINUE
• Normale
• Chi-quadrato
• T di Student
• F di Snedecor_Fiscer
• Multinormale
• ………….



LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE
Il responsabile della contabilità di un’azienda utilizza il sistema

informativo aziendale per gestire le operazioni contabili e finanziarie.
I sistemi informativi aziendali raccolgono, elaborano, trasformano e
distribuiscono informazioni ai manager. Questi sistemi verificano
continuamente le informazioni contabili, cercando errori o
informazioni incomplete o poco probabili. Per esempio, quando i
clienti effettuano un ordine online, il sistema informativo aziendale
esamina l’ordine per verificare l’eventuale presenza di errori. Alcuni
ordini vengono classificati dubbi ed etichettati per poi essere inclusi
in un report giornaliero.
I dati raccolti recentemente dall’azienda mostrano che la probabilità
di classificare ed etichettare un ordine come dubbio è pari a 0,10.
L’azienda vorrebbe determinare la probabilità di trovare un certo
numero di ordini dubbi da un campione di dimensione data.
Si tratta di individuare un modello, una distribuzione di probabilità
idonea a dare le risposte che il manager cerca.



LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE
Supponiamo di osservare il seguente risultato in un campione di 4
ordini

Qual è la probabilità di ottenere questa particolare sequenza di 
successi e insuccessi in un campione di quattro ordini?

Si può considerare che ogni risultato è indipendente dagli altri in 
quanto gli ordini sono selezionati da una popolazione molto grande o 
praticamente infinita senza reinserimento. Quindi la probabilità 
cercata, applicando il teorema delle probabilità composte, è:

Primo ordine Secondo ordine Terzo ordine Quarto ordine
segnalato segnalato Non segnalato segnalato

Primo ordine Secondo ordine Terzo ordine Quarto ordine
π = 0,10 π = 0,10 1 - π = 0,90 π = 0,10

0,10 ⋅0,10 ⋅0,90 ⋅0,10 = 0,0009
π ⋅π ⋅ (1−π ) ⋅π = π 3(1−π )1



LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE

Tuttavia il valore trovato rappresenta la probabilità di ottenere tre
successi in un campione di quattro ordini nell’ordine specificato.
Volendo calcolare il numero di sequenze con tre successi su
quattro ordini (in generale il numero di modi in cui si possono
selezionare X oggetti da un campione di n, indipendentemente
dall’ordine) dobbiamo affidarci alla regola delle combinazioni.

Quindi con n=4 e X=3, il numero delle possibili sequenze è
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LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE

Le quattro possibili sequenze sono 
(1-π) x π x π x π =0.0009; π x (1-π) x π x π =0.0009 

π x π x (1 – π) x π =0.0009 π x π x π x (1-π) =0.0009

Di conseguenza la probabilità di osservare tre ordini non corretti 
(segnalati) su quattro ordini (teorema delle probabilità totali) è 
uguale a:

(N. di possibili sequenze)×(probabilità di una particolare sequenza)= 
4 × 0.0009 = 0.0036 

Allo stesso modo possono essere derivate le probabilità degli altri 
quattro possibili risultati della variabile casuale: 0, 1, 2 e 4 ordini 
scorretti. 



LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE
• Uno dei modelli probabilistici più utilizzati è la distribuzione binomiale 

che caratterizzata da quattro essenziali proprietà: 

• ... Per assicurare l’indipendenza, le osservazioni possono essere
ottenute con due diversi metodi di campionamento: un
campionamento da una popolazione infinita senza reimmissione
oppure un campionamento da una popolazione finita con reimmissione

1. Si considera un numero prefissato di n osservazioni
2. Ciascuna osservazione può essere classificata in due categorie

incompatibili ed esaustive, chiamate per convenzione successo
e insuccesso

3. La probabilità di ottenere un successo, π, è costante per ogni
osservazione, così come la probabilità che si verifichi un
insuccesso, (1 – π).

4. Il risultato di un’osservazione, successo o insuccesso, è
indipendente dal risultato di qualsiasi altra.



Generalizzando:
la distribuzione binomiale è la legge della variabile casuale che

rappresenta il numero di successi della variabile X = “numero di
successi ” , quando i due parametri sono pari a n = numero di
osservazioni e π = probabilità di successo in ciascuna osservazione.

La funzione di probabilità è

Dove
P(X) = probabilità di ottenere X successi in n prove
n = ampiezza del campione
π = probabilità di successo o probabilità dell’evento favorevole
1 – π = probabilità di insuccesso o probabilità dell’evento contrario
X = numero di successi nel campione

LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE
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Valori caratteristici della distribuzione binomiale
• Forma: una distribuzione binomiale può essere simmetrica o

asimmetrica in base ai valori assunti dai parametri. Per qualsiasi valore
di n la distribuzione binomiale è simmetrica se π = 0.5 e asimmetrica
per valori di π diversi da 0.5. L’asimmetria diminuisce all’avvicinarsi di
π a 0.5 e all’aumentare del numero di osservazioni n.

• Il valore atteso: si ottiene moltiplicando fra loro i due parametri n e π.

• La varianza si calcola applicando la formula:

• Di conseguenza, lo scarto quadratico medio è:

LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE
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LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE
Applicazione
La probabilità che un cliente che entra in un negozio di elettrodomestici compri un computer 
è del 20%. Considerando che nel negozio ci sono 7 clienti:
Costruire la distribuzione di probabilità e la funzione di ripartizione.

Soluzione 
π = 0,20; 1 – π = 0,80; n = 7

Numero clienti
X

Probabilità Funzione di 
Ripartizione

0 0,2097 0,2097

1 0,3670 0,5767

2 0,2753 0,8520

3 0,1147 0,9667

4 0,0287 0,9953

5 0,0043 0,9997

6 0,0004 0,9999

7 0,0001 1,0000



LA DISTRIBUZIONE DI POISSON
legge degli eventi rari.

In molte applicazioni si è interessati a contare il numero di volte in cui
si osserva la realizzazione di un evento in una certa area di
opportunità.

Un’area di opportunità è un intervallo continuo quale un tempo, una
lunghezza, una superficie, o in generale un’area nella quale un certo
evento può verificarsi più volte.

Esempi possono essere il numero di difetti su uno sportello di un
frigorifero, il numero di telefonate che arrivano in un centralino in un
certo periodo di tempo o ancora il numero di persone che entrano in
un grande magazzino in un pomeriggio.



LA DISTRIBUZIONE DI POISSON
Quando si considerano aree di opportunità si può ricorrere alla
distribuzione di Poisson se sono soddisfatte quattro condizioni:

1.si è interessati a contare il numero di volte in cui un certo evento si
realizza in una certa area di opportunità

2.la probabilità che in una certa area di opportunità si osservi un certo
evento è la stessa in tutte le aree di opportunità

3.il numero di volte in cui un evento si realizza in una certa area di
opportunità è indipendente dal numero di volte in cui un l’evento si è
verificato in un’altra area

4.la probabilità che in una certa area di opportunità l’evento di
interesse si verifichi più di una volta diminuisce al diminuire dell’area
di opportunità



LA DISTRIBUZIONE DI POISSON

La distribuzione di Poisson è caratterizza dal parametro λ, che
rappresenta il numero atteso di volte (che varia da zero ad infinito) in
cui l’evento si verifica nell’area di opportunità considerata. Il numero
di volte in cui si verifica un evento X in un certo intervallo temporale
varia da zero a infinito (per numeri interi).
La funzione di probabilità è:

La distribuzione di Poisson può essere ottenuta
come limite delle distribuzioni binomiale quando
Per questa convergenza la distribuzione di Poisson è anche nota
come legge (di probabilità) degli eventi rari.
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LA DISTRIBUZIONE DI POISSON

Supponiamo di esaminare il numero di clienti che raggiungono una
banca in un minuto. L’arrivo di un cliente è l’evento di interesse e
l’area di opportunità è l’intervallo temporale di un minuto. Dato che le
quattro condizioni sono soddisfatte possiamo ricorrere alla
distribuzione di Poisson per determinare la probabilità con cui in un
certo intervallo di tempo si presenti in banca un certo numero di
clienti.

Ciascun arrivo è un evento discreto che si verifica in un particolare
istante di tempo nell’intervallo continuo di un’ora. Supponiamo che ci
siano in media 180 arrivi in un’ora. Ora suddividiamo l’intervallo di
un’ora in 3600 intervalli di un secondo.



LA DISTRIBUZIONE DI POISSON

• Il valore atteso del numero di arrivi in un intervallo di un secondo
sarà pari a (180/3600) = 0.05.

• La probabilità che in un intervallo di un secondo arrivi più di un
cliente si avvicina a zero.

• L’arrivo di un cliente in un intervallo non dipende dall’arrivo di
qualsiasi altro cliente in qualsiasi altro intervallo.

Il numero di arrivi in un’ora può essere inteso come il numero di
successi che si verificano nell’intervallo temporale considerato.

Evidentemente, il numero di arrivi varia da 0 a infinito per numeri
interi, e dipenderà dal numero medio di arrivi nell’intervallo.



LA DISTRIBUZIONE DI POISSON
Qual è la probabilità che in un certo minuto arrivino esattamente due

clienti?

Qual è la probabilità che arrivino più di due clienti?
Per rispondere a questa domanda osserviamo che:

Evidentemente, è più agevole il calcolo dell’evento complementare
. Quindi, basterà sottrarre da 1 il risultato e si otterrà la è

probabilità cercata.

2240,0
2

97182,2
!2
3)2(

323

=
⋅

===
−−eXP

)(...)4()3()2( ∞=++=+==> XPXPXPXP

P(X ≤ 2)

[ ])2()1()0(1)2( =+=+=−=> XPXPXPXP

[ ] 577,022401,014936,004978,01)2( =++−=>XP



DISTRIBUZIONI DI PROBABILITA’ 
CONTINUE

Una funzione di densità di probabilità continua è un modello che
definisce analiticamente come si distribuiscono i valori assunti da
una variabile aleatoria continua
•Quando si dispone di un’espressione matematica adatta alla
rappresentazione di un fenomeno continuo, siamo in grado di
calcolare la probabilità che la variabile aleatoria assuma valori
compresi in intervalli
•Tuttavia la probabilità che la variabile aleatoria continua assuma un
particolare valore è pari a zero
•I modelli continui hanno importanti applicazioni in ingegneria, fisica,
economia e nelle scienze sociali
•Alcuni tipici fenomeni continui sono l’altezza, il peso, le variazioni
giornaliere nei prezzi di chiusura di un’azione, il tempo che intercorre
fra gli arrivi di aerei presso un aeroporto, il tempo necessario per
servire un cliente in un negozio



LA DISTRIBUZIONE NORMALE
I negozi A e B della catena YX di elettrodomestici hanno
rispettivamente scorte settimanali di 30 e 20 forni a microonde.
Supponiamo che la domanda settimanale di questi
elettrodomestici segue la distribuzione normale nel negozio A con
media 25 e scarto quadratico medio 5; nel negozio B con media 16
e sqm 3,5. Con queste informazioni, il management vuole sapere
quale dei due negozi ha la maggiore probabilità di esaurire le
scorte di magazzino.
Per risolvere il problema è necessario calcolare la probabilità di
esaurimento delle scorte del negozio A utilizzando la distribuzione
normale con media 25 e sqm 5 e calcolandone l’area a destra di
30. Analogamente, per il negozio B si può trovare l’area a destra di
20 sottesa alla distribuzione normale con media 16 e sqm 3,5.
Infine, si devono confrontare queste due probabilità per vedere in
quale negozio risulta esservi una maggiore probabilità di
esaurimento scorte di magazzino



LA DISTRIBUZIONE NORMALE
• La distribuzione normale (o distribuzione Gaussiana) è la distribuzione 

continua più utilizzata in statistica. E’ molto importante in statistica per 
tre motivi fondamentali:

1. Diversi fenomeni continui sembrano seguire, almeno
approssimativamente, una distribuzione normale.

2. La distribuzione normale può essere utilizzata per approssimare
numerose distribuzioni di probabilità discrete.

3. La distribuzione normale è alla base dell’inferenza statistica classica in
virtù del teorema del limite centrale .

Le fondamentali proprietà teoriche della distribuzione normale sono

1. La distribuzione normale ha una forma campanulare e simmetrica.
2. Le sue misure di posizione centrale (valore atteso, mediana, moda, 

midrange, media interquartile) coincidono.
3. Il suo range interquartile è pari a 1.33 volte lo scarto quadratico 

medio, cioè copre un intervallo compreso tra µ – 2/3σ e µ + 2/3σ.
4. La variabile aleatoria con distribuzione normale assume valori 

compresi tra -∞ e + ∞.



Nel caso della distribuzione normale la funzione di densità di
probabilità è data dalla seguente espressione:

Dove:
e = costante matematica 2,71828
π = costante matematica 3,14159
σ = scarto quadratico medio della popolazione

LA DISTRIBUZIONE NORMALE

Essendo e e π delle costanti
matematiche, le probabilità di una
distribuzione normale dipendono
soltanto dai valori assunti dai due
parametri µ e σ. Specificando
particolari combinazioni di µ e σ,
otteniamo differenti distribuzioni di
probabilità normali.
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE
Poichè esiste un numero infinito di combinazioni dei parametri μ e σ, per
poter rispondere a quesiti relativi a una qualsiasi distribuzione normale
avremmo bisogno di in numero infinito di tavole.
Introduciamo ora una formula di trasformazione delle osservazioni,
chiamata standardizzazione, che consente di trasformare una generica
variabile aleatoria normale X in una variabile aleatoria normale
standardizzata.
La standardizzazione avviene attraverso la sostituzione della variabile X
con la variabile Z ottenuta sottraendo alla variabile X il suo valore atteso
μ e rapportando il risultato allo scarto quadratico medio σ:

Una variabile casuale normale standardizzata ha la caratteristica di avere
valore atteso nullo (μ =0) e scarto quadratico medio pari a uno (σ = 1)
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LA DISTRIBUZIONE NORMALE
Per il negozio A, standardizzando il valore 30 otteniamo

Dalla Tavola della curva normale standardizzata troviamo che la P(z=1)=0,34134
per cui la probabilità che ci interessa (nella coda destra) è 0,5 – 0,34134 =
0,15866;

Per il negozio B, standardizzando il valore 20 otteniamo

Dalla Tavola della curva normale standardizzata troviamo che la
P(z=1,14)=0,37286 per cui la probabilità che ci interessa (nella coda destra) è 0,5
– 0,37286 = 0,12714.
Quindi, il negozio A ha la maggiore probabilità di esaurire le scorte di forni a
microonde.

Z = (X −µ)
σ

=
30− 25
5

=1

Z = (X −µ)
σ

=
20−16
3,5

=1, 44



LA DISTRIBUZIONE NORMALE

Esempio.
Supponiamo che il tempo necessario per caricare la home page di un sito sia
distribuito normalmente con μ=7 secondi e scarto quadratico medio pari σ=2
secondi.
Nella figura si osserva come a ciascun valore della variabile X (tempo di
caricamento) è associato il corrispondente valore della variabile standardizzata Z,
ottenuto applicando l’equazione
Supponiamo di voler determinare la probabilità che il tempo di caricamento della
home page in una generica sessione sia inferiore ai 9 secondi.

σ
µ)( −

=
XZ

6

La variabile aleatoria standardizzata Z ha la caratteristica di 
avere valore atteso nullo (µ=0) e scarto quadratico medio 
pari a uno (ı=1). 
Quindi è sempre possibile trasformare qualsiasi insieme di 
valori distribuiti normalmente nel corrispondente insieme di 
valori standardizzati e ricavare le probabilità desiderate 
dalle tavole della distribuzione normale standardizzata 
(Tavole E.2(a) e E.2(b)).
Supponiamo che il tempo necessario per caricare la home 
page del sitoOnCampus! sia distribuito normalmente con 
µ=7 secondi e scarto quadratico medio pari ı=2 secondi. 

La distribuzione normale

Nella figura si osserva come a ciascun valore della 
variabile X (tempo di caricamento) è associato il 
corrispondente valore della variabile standardizzata Z, 
ottenuto applicando l’equazione (6.2).
Supponiamo di voler determinare la probabilità che il tempo 
di caricamento della home page in una generica sessione 
sia inferiore ai 9 secondi. 

La distribuzione normale



LA DISTRIBUZIONE NORMALE

Esempio (continua).
Dopodiché si utilizza la tavola precedente per determinare l’area cumulata
fino a 1 che darà la probabilità cercata.

7

La distribuzione normale
Applicando l’equazione (6.2). si ottiene che a X=9 
corrisponde il valore della variabile standardizzata Z=+1.

La distribuzione normale
Dopodiché si utilizza la Tavola E.2 per determinare l’area 
cumulata fino al valore 1.



LA DISTRIBUZIONE NORMALE

Esempio (continua).
Calcoliamo P(X<7 o X>9)

Calcoliamo P(5<X<9)

Calcoliamo P(X>9)

8

La distribuzione normale
Esempio 6.1 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(X<7 o X>9) 

Esempio 6.2 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(5<X<9) 

La distribuzione normale
Esempio 6.3 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(X>9) 

Esempio 6.4 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(5<X<9) 
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La distribuzione normale
Esempio 6.1 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(X<7 o X>9) 

Esempio 6.2 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(5<X<9) 

La distribuzione normale
Esempio 6.3 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(X>9) 

Esempio 6.4 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(5<X<9) 
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La distribuzione normale
Esempio 6.1 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(X<7 o X>9) 

Esempio 6.2 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(5<X<9) 

La distribuzione normale
Esempio 6.3 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(X>9) 

Esempio 6.4 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo di P(5<X<9) 



LA DISTRIBUZIONE NORMALE

Negli esempi precedenti la tavola della distribuzione normale
standardizzata viene utilizzata per calcolare l’area fino ad un certo valore X.
In molte applicazioni si è però interessati al procedimento opposto, cioè
determinare il valore di X cui corrisponde una certa area ovvero una certa
probabilità.
Esempio: Calcolo del tempo massimo di caricamento del 10% delle sessioni

Da

otteniamo

10

La distribuzione normale
Esempio 6.6 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: calcolo del tempo massimo di 
caricamento per il 10% delle sessioni

Determinare il valore X associato a una probabilità (cumulata)

(6.4)
il valore X è dato dalla media µ, cui va sommato il prodotto 
tra Z e lo scarto quadratico medio, ı.

X ZP V �

X = 7 + (1.28)(2) = 4.44 secondi

La distribuzione normale
Esempio 6.7 Tempo di caricamento della home page del 
sito OnCampus!: determinazione dell’intervallo in cui 
appartiene il 95% dei tempi di caricamento

σ
µ)( −

=
XZ

.sec44,4228,17 =⋅−=±= σµ zX



VARIABILI CASUALI CONNESSE ALLA V.C. NORMALE
V.C. CHI-QUADRATO (χ2)
E ’ generata dalla somma di g (gradi di libertà) v.c. normali
standardizzate indipendenti e al quadrato.

V.C. t di STUDENT
Se Z~N(0,1) è una v.c. Normale standardizzata e indipendente da
una v.c. Y~ χ2

(g), allora si definisce t di Student:

V.C F di SNEDECOR-FISCHER
Definita dal rapporto tra due v.c. Chi-quadrato indipendenti tra loro
e divise per i rispettivi gradi di libertà:
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La distribuzione t di Student

La distribuzione t di Student ha un andamento simile a quello
della distribuzione Normale (campanulare simmetrico).

Rispetto alla Normale, la t ha le code più alte (“pesanti”), perché
rappresenta una situazione di maggiore variabilità (incertezza),
derivante dalla stima (soggetta quindi ad errore) della varianza
della popolazione.

Le tavole della distribuzione t di Student consentono di trovare
tn−1;α, ossia il valore che lascia sulla coda di destra un ’area
prefissata α.





La distribuzione χ2 (chi quadro)

La v.c. χ2 assume valori nell’intervallo [0;∞) ed ha distribuzione
asimmetrica.

Le tavole della distribuzione χ2 consentono di determinare χ 2n-1; α,
ossia il valore che lascia sulla coda di destra un’area prefissata α.

ATTENZIONE: poiché la distribuzione è asimmetrica, per trovare il
valore che lascia sulla coda di sinistra un’area pari a α bisogna
ricercare sulle tavole il valore che lascia a destra un’area pari a 1
− α.




