Matematica per I’Economia (A-K) e Matematica Generale — 08 giugno 2016
(prof. Bisceglia)

traccia A

1. Calcolare la primitiva della funzione p(x), che nel punto 0 assume valore 1

px)= 22
4x* —4x+3

2. Calcolare il seguente limite (si consiglia di ricondurlo alla forma

[3x7—xJ

7

] -Xx"+1 _
lim| e e |x?

X—>—00

3. Disegnare approssimativamente il grafico della seguente funzione:

x — f(x)=arctg —

e" -1

e

Per quali valori dei parametri a,b,c e d la funzione:
X2 + X xe o0
h:xeR—<{ax®+bx? +cx+d  xe[0]]

X2 =X X € JL+oof

soddisfa le ipotesi dei Teoremi di BOLZANO. Inoltre, far vedere se in tali valori soddisfa anche le ipotesi
del Teorema degli Zeri.

5. Dopo aver giustificato I’esistenza dei punti di minimo e massimo assoluti della funzione in [— 2,2],
trovare tali punti e calcolare il massimo:

x*-3|x]

g:XxeR—e

N.B. 1) Non si possono usare, pena I’annullamento della prova: calcolatrici, cellulari ed appunti vari.
2) Non si accettano elaborati scritti a matita. 3) Va consegnato solo il foglio di bella e la traccia
compilata nel riquadro.

Cognome Nome Matricola Firma




Matematica per I’Economia (A-K) e Matematica Generale — 08 giugno 2016
(prof. Bisceglia)

traccia B

1. Calcolare la primitiva della funzione p(x), che nel punto 0 assume valore 1

o(x)= —X*+2
AX* —2X+2

N

Calcolare il seguente limite (si consiglia di ricondurlo alla forma

(x2+x]
2
lim| e 2" +1 —Je |x®

X—>+0

3. Disegnare approssimativamente il grafico della seguente funzione:

f(x)= t
x — f(x)=arcco 09—

E

Per quali valori dei parametri a,b,c e d la funzione :
2X + X x e |oo,0f
h:xeR—{ax®—bx* +cx+d  xe[0]]

x? — X x € JL+oo

soddisfa le ipotesi dei Teoremi di BOLZANO. Inoltre, far vedere se in tali valori soddisfa anche le ipotesi
del Teorema degli Zeri.

6. Dopo aver giustificato I’esistenza dei punti di minimo e massimo assoluti della funzione in [— 2,2],

trovare tali punti e calcolare il minimo:

2_
g:xeR—e

Dire se ha punti di discontinuita, e nel caso di quale specie.

N.B. 1) Non si possono usare, pena I’annullamento della prova: calcolatrici, cellulari ed appunti vari.
2) Non si accettano elaborati scritti a matita. 3) Va consegnato solo il foglio di bella e la traccia
compilata nel riquadro.

Cognome Nome Matricola Firma




Svolgimento prova scritta del 08 giugno 2016 traccia A

1. Una primitiva della funzione assegnata é data dal seguente integrale:

5x—-2 5x—-2 5x 2
jz—dx tenendo conto che > =— -— e che
4x° —4x+3 4x° —4x+3 4x° -4x+3 4x° —-4x+3
D(4X2 —4xX+ 3) =8x—-4 si puo scrivere
5x-2 5[8 5x j 2 5( 8x—4+4 j 2
—_| = — = — — ovvero
4x* —4x+3 8\54x*—4x+3) 4x*—-4x+3 8\4x*—4x+3) 4x*—4x+3
5 8x—4 5 4 2
= |t -— pertanto
8\4x° —4x+3) 84x° —4x+3 4x° —4x+3
5x-2 8x—4 5 4 2 L
.[2— =—_[ X+ | =— -— dx , quindi questo
4x° —4x+3 4x? 4x+3 84x° —4x+3 4x° —4x+3
secondo integrale e
> 2 : N : dx = = 2 ° T Ay2 : dlej‘%dx
84x° —4x+3 4x° —4x+3 24X° —4x+3 4X° —4x+3 27 4x° —4x+3

2 2
ricordando che 4X2—4X+3=4£(X—ﬂj +2]=4{(2X_1\/§j +1J% quindi il secondo

8 64 2
integrale  diventa EJ. ! dx = L J. V2 dx infine abbiamo
27 (fox—1 =\ )1 427 ((2x-1Y’
4 V2| +1|2 — | +1
2 2 J2
I 25X_2 :§Iog‘4x2—4x+3‘+ L arctg ——— 2x-1 per cui sara
4x? —4x+3 W2 J2
5 1 -1
PO)=1<— Iog3+ arctg —= +C=1@C:1——Iog3——arctg— quindi la
©)- Rl a0
primitiva cercata é: P(x)——log‘4x2—4x+3‘+ L arctg 2x+1 4 3 0g3— ——arctg —
' 8 42 J2 8 \/_ \/_
3x7—x 3x’—x 3x’ X
2. Dato il seguente limite, lim {ex7*1—83JX2 ,essendo | e ¥ —e? | = e- i ed osservando
"X
che lim ——+3=0 possiamo calcolare il limite
x> — X" +1
7_
3x7 X+3
L e X+l 13k —x 1 -x+3 1
e lim - X - +3=—IogeI|mx ——=—loge-0
x>—ol - 3XT =X -x"+1 e’ x> —xX"+1 e
—+3
-x"+1

3. Data la funzione X = f(X):

L’insieme dei valori della funzione f & incluso in arctg(R)= |-7/2,7/2[, quindi f & limitata e pertanto il

grafico di f puo avere solo asintoti orizzontali.
Ricordando che la funzione arcotangente € definita in R, I’insieme di definizione di f coincide con I’insieme di



definizione di X — e quindi Iinsieme di definizione di f é: {XE R,e*-1# 0} ed essendo

X

e’" -1
e -120=e #21=e’ @ x20=ecR-{0}=]-o0,0[UJ0,+d &

f:xe]-o,0[U]0,+o — arctg

e’ -1
e risultando:
f(x)>0< arctg——— >0=arctgig0 =arctg0 < e* -1>0<e* >1=e° < x>0 < x € |0+
e —
f(x)=0 < arcty 0 —0exed
e’ -1 e’ -1

f (X) <0 xe ]— oo,O[U ]O,+oo[— ]O,+oo[ = ]— oo,O[
il grafico di f & al di sopra dell’asse delle x in ]0,+OO[, al di sotto dell’asse delle x in ]» O0,0[, non ha punti in
comune con gli assi ed essendo:

lim f(x)= lim arctg 1 1=arctg(—1)=—7z/4,

X—>—00 X—>—00 e* —

lim f(x)= lim arctg ! - lim arctgy = —7/2,
y—>—0

X

x—0" x—0" e’ —

. . . . . 1

lim f(x)= | _y —z/2e lim f(x)= I _ _
lim (x) lim arctg ] lim arctgy 7/2 e lim (x) lim arctg S arctg0 =0

il grafico di f ha due asintoti: la retta di equazione Y = — /4 asintoto orizzontale a sinistra e la retta di

equazione Y = 0 asintoto orizzontale a destra.

Essendo:
1 1 —e’ —e"
f'(x)= Darctg = : = se X e |-o0,0lU [0,+00
(0= Darety -y = e =y o * e eolubeed
2
1)
f(x)>0= f'(x)=0=xed, f'(x)<0= xe|-o,0[UJ0+o]
quindi f e strettamente decrescente in ]—oo,O[ edin ]O,+oo[.
Risultando infine:

—e” _ _ex(e2X —2e* +2)_eX2(ex _1)3x :_ex(e2x _9e* 19— 9p2 +2€X)
1) 1 ey ] (-
= e* (e2x _2) Se X e ]’OO,O[U]O,-FOO[

(e -1y +1f

é:
f'(x)>0= e -2>0ce” >2=¢"" <:>2x>IogZ<:>x>%logZ:Iog\/§<:>x6]log\/§,+oo[

f"(x)=D

f"(x)=0<e* -2=0< x=log+/2
£7(x) <0 < x & J00,0[U 10+ — |log v/2,+od] = }- 00,0 U P log v2]

e pertanto f & strettamente concava in ]»00,0[ ed in b log \/E [ e strettamente convessa in [Iog \/§,+oo|_,



ha un

punto di flesso proprio in log \/E con valore

f(log \/5): arctg % = arctg ! = arctg (\/5 +1)= §7z

g0 _1 J2-1 8

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

e QO y=m2

w:ﬁﬂ}
o

S N T:.__Eﬁ..,_- -
— — - ; _:ﬁ—h.:r_ff_ —— e

e quindi dedurre che:

f(FoolUP+od)=F7/2,-7/4U0.7/2] tf(Fot)=fr/2-z/4
f(0,40d])=10,7z/2[ . f ¢ biunivoca su |-7/2,—z/4[UJ0, /2], 1a restrizione di f a J-o0,0[ &

biunivoca su |-7z/2,~7/4] , la restrizione di f a |04 & biunivoca su J0,7/2
inf

ot arctg o = inf (7/2,7/4]UP.7/2) = -2

sup }arctg ﬁ =sup(}-7/2,~z/4[ U0, 7/2) = 7/2..

4. Tale funzione:

X% + X x € J-o0,0
h:xeR—<{ax® +bx* +cex+d  xe[0]]
x? — X X € Jl+o0

Essendo la funzione f continua in ]»oo,O[, in ]0,1[ edin ]].,+oo[ gli eventuali punti di discontinuita di f sono 0
ed 1.

Risultando: (0)=d, lim f (x)= lim (x? + x)

x—0
continua in 0 solo se @ d =0, assumiamo quindi d =0.

) =0 ¢ lim f(x)= lim (ax® +bx? +cx+d)=d e

x—0"

Risultando inoltre: f(l): a+b+c, limf
Xx—1" x—1"

(x)=lim(ax® +bx? +cx)=a+b+c e lim f(x)=

x—1*

= Iim(x2 +X)=0 fécontinuain1soloseé a+b+c=0<«<c=-a—b, assumiamo quindi c=—-a—b
x—1"

Pertanto la funzione f soddisfa le condizioni dei teoremi di BOLZANO soloseé: d =0 e c=—a—b



Osservando ora che f(_%j:%_%:_% ed f(2)=4-2=2 lafunzione fcon d =0 e c=—a—b

soddisfa pure alle ipotesi del TEOREMA DEGLI ZERI.

3_
5. Lafunzione g:XxeR — e M g composta da funzioni continue, quindi continua nell’insieme di definizione
ed essendo I’intervallo [— 2,2] chiuso e limitato, per il Teorema di Weierstrass la funzione & dotata di minimo e di

massimo assoluto. Per il Teorema dei punti critici rT[lazXZ] g(X) = maFX g(x), con F = {E usu C}, pertanto &
xel-2, Xe

sufficiente trovare eventuali punti stazionari e punti in cui non & derivabile. Osserviamo che

g'(X): X3 D(X3 —3|X|), e ricordando che D|X| =% con X # O quindi il punto in cui non & derivabile, si
, x*-3|x] 2
ha: g'(X): e (C%X2 —3mj = © , (3X 3) sex>0 , quindi
X) e M(3x? +3) sex<0
' _ 2 _q_ -+
g'(x)=0<:>{g (x) 0<:>{X L 0<:>{X _1<:>X:1 ed anche
x>0 x>0 x>0

: g'(x)=0  [x*+1=0 _ _
g (X)z 0= 0 = 0 & X e pertanto possiamo affermare che esiste un solo punto
X< X<

stazionario 1 ed un punto singolare 0 quindi I’insieme dei punti critici: F = {— 2,0,1,2} e conseguentemente

max g(x) = max{g(-2)g(0)g@)g(2)} = ™ Le e’ }=g(2) =

Xe[—Z, 2]



Svolgimento prova scritta del 08 giugno 2016 traccia B

1. Una primitiva della funzione assegnata & data dal seguente integrale:

5x+2 S5X+2 5X 2
p(x)=2—, tenendo conto che > =— +— e che
4x° —2Xx+2 4 —2X+2 4X° —2X+2 4X°—-2Xx+2
D(4X2 —2X+ 2) =8x-2 si puo scrivere

5x+2 5(8 5x j 2 5[ 8x+2-2 j 2
e e + == + ovvero
4x* —2x+2 8\54x°-2x+2) 4x*—-2x+2 8\4x*?-2x+2) 4x*-2x+2
5[ 8x+2 j 5 2 2
— —— + pertanto
8\ 4x? —2x+2) 84x*—2x+2 4x*-2x+2
j25)(4+2dX:§I28)(—+2dX+I—§ 5 2 +— 2 dx , quindi questo
4x° —2X+2 87 4x° —2x+2 84X —2X+2 4X°—2X+2
. . 1 5 2 1 .
secondo integrale ¢ |—= dX:—jz—dX: ricordando che
4 4x? —2x+2 AX% —2X+2 4X° —2X+2

2 2
4x* —2x+2=4 (X—gj +§ =4 ax-1 E +1 l quindi il secondo integrale diventa
8 64 4 7 16

3 1 3474 4/7

—J . dx = ———j . dx infine abbiamo
4% [(4x—1 [16 7 A4 T (ax-1
4 = 41| +1
4 \7 16 J7
5x+2 4x -1 . .
Imd Iog‘4x —2X+2‘ ﬁamtg Ned per cui sara
5 3 -1
P(0)= Io 2+ arct +C=1<:>C:l——lo 2———arctg— quindi  la

3 4x+1 5 3 -1
primitiva cercata é: P(X) = Iog‘4x —2X+ 2‘ +——arctg———+1——log2 - arctg —
47 J7 8 N J7

X"+ X

: o 2x2+1]
Dato il seguente limite, lim e[ —\/E x3 , essendo

X—>+%0

(x +xj (x + X _EJ

2 2

e 2x"+1 —\/_ =\/E € 2412 —1| ed osservando che |Im[2X +Xl ;] 0 possiamo
X—>+00 X +

(X2+X ]_J (XZ—H(_]'J
o . 5 2x2+1 2
2 2
calcolare il limite lim /e| e 2x"+1 2 —1|x® =+/e lim € . 1 X3 X 2+X 21 ,
X Xt X“+x 1 2x°+1 2
2x2+1 2




x> +x 1

( J (xz + X _1}
-= 2x2+1 2
2 2
quindi si ha lim Jele 2x"+1 2 ~1[x* =+/e lim € 5 ! x? X 2+X L ovvero
X0 X400 X“+x 1 2x°+1 2

2x2+1 2

Je lim X3[2X2 +2X - 2X? —1}2\/5(+OO)

X0 2(2x% +1)

Data la funzione X — f(x): arccotg— 1
e j—

L’insieme dei valori della funzione f & incluso in arccot g(R)z ]0, 72'[, quindi f e limitata e pertanto il

grafico di f puo avere solo asintoti orizzontali.
Ricordando che la funzione arcocotangente & definita in R, I’insieme di definizione di f coincide con I’insieme

di definizione di X —

" e quindi linsieme di definizione di f &: {X eR,e* 1% O} ed essendo

e” -1
e -1z0=e #21=e’ @ x#0=ecR-{0}=]-o0,0[U 0+ &

f:xe]-o0,0[U]0,+0] - arccot g %1
e —
e risultando:
f(x)=0= f(x)<0=xed
f(x)>0< xe|oo,0[UJ0,+o
il grafico di f € al di sopra dell’asse delle x in ]—oo,O[ ed in ]O,+oo[, non ha punti in comune con gli assi ed
essendo:

lim f(x)= lim arccotgxilzarccotg(—1)=37z/4,
X—>—00 X—>—00 e J—

lim f(x)= lim arccot g

= lim arccot gy =,
y—>—©

X

x—0" x—0" e —

. . 1 .

lim f(x)= lim arccotg—-— = lim arccotgy =0 e
x—0" x—0" X —1 youw

lim f(x)= lim arctgxil:arccoth:ﬂ/Z

X—>+00 X—>+00 e
il grafico di f ha due asintoti: la retta di equazione Y = 377/4 asintoto orizzontale a sinistra e la retta di

equazione Y = 77/2 asintoto orizzontale a destra.

Essendo:
f'(x)= Darccot g Xl S S == ° — se xe |-oo,0[U 0,40
-1 4, 1 (-1} (-1 +1
2
1)
f'(x)<0e f'(x)=0=xed, f'(X)>0e xe |-o,0[U 0+
quindi f e strettamente crescente in ]—oo,O[ edin ]O,+oo[.




Risultando infine:

f”(X): D eX : _ ex(ezx _Zex +2)_exf(ex _1>X _ eX (eZX _2ex +2_2e22x +2ex ):
X X 2 < 5
(e _1) +1 ((e —1) +1) ((e _1) +1)
) (e: (21_)2621)2 se x e oo, 0[UJ0.+ee]
e’ —1) +
e:

f'(x)>0=2-e* >0 e” <2=e"" & 2x<log2 <
<:>x<%log2=Iogﬁch}w,O[Ub,logﬁ[
f"(x)=0<e?*-2=0< x=log+/2

£7(x) <0 < x € Fo0,0[U 0+ - | 0,0[U P, log v2| = Jlog v2,+|

e pertanto f & strettamente convessa in ]—oo,O[ ed in b, log J2 l e strettamente concava in llog \/§,+oo[,

ha un punto di flesso proprio in logv2 con valore
1 1 T
fllogv/2)=arccotg———— =arccotg———=arccot g{v/2 +1)= =
fog ) e 1 YTz olv2-+1) 8

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

e quindi dedurre che:
f(Feo0lUPaed)= o 7/2[UBx/4, 2] f(}-o00)= Br/a,al, f(oe)=]0,7/2 1 e
biunivoca su ]0, 72'/2[U ]37[/4, 72'[, la restrizione di f a ]—oo,O[ e biunivoca su ]372'/4,7[[, la restrizione di

tfa [0+ & biunivoca su ]0,7/2[ | igf{o}arccotgxil:inf(]O,ﬁ/Z[U]37r/4,7z[):O e
XeR— e —



sup arccotg exil =sup([o, z/2[U Br/4,z]) = =.

xeR—{0}
4. Tale funzione:

2X + X x € |oo0,0f
h:xeR—<{ax®—bx*+cx+d xe[0]]
x? — X x € Jl+o0

Essendo la funzione f continua in ]—oo,O[, in ]0,1[ ed in ]1,+oo[ gli eventuali punti di discontinuita di f sono 0
ed 1.

Risultando: f(0)=d , lim f(x)= lim(2x+x)=0 e lim f(x)= lim(ax® —~bx? +cx+d)=d f ¢

x—0" x—0" x—0* x—0"

continua in 0 solo se & d =0, assumiamo quindi d =0.

Risultando inoltre: f(l)=a—b+c |, Iinlw_f(x)=Iim(axg—bx2+cx)=a—b+c e lim f(x)=

x—1" x—1*

= Iim(x2 —X)=0 fé continuain1soloseé a—b+c=0<c=Db—a, assumiamo quindi c=—-a—b.

x—1*

Pertanto la funzione f soddisfa le condizioni dei teoremi di BOLZANO soloseé: d =0 ec=b-a.

Osservando ora che f[—%j:—l—%:—g ed f(2)=4-2=2 lafunzionefcond=0ec=b-a

soddisfa pure alle ipotesi del TEOREMA DEGLI ZERI.

2_
5. Lafunzione g: X € R — g2 ¥

& composta da funzioni continue, quindi continua nell’insieme di
definizione ed essendo I’intervallo [— 2,2] chiuso e limitato, per il Teorema di Weierstrass la funzione é dotata di
minimo e di massimo assoluto. Per il Teorema dei punti critici Xiﬂi{lz] 9(x)= rpelp g(x),con F={EUSUC}
, pertanto ¢ sufficiente trovare eventuali punti stazionari e punti in cui non & derivabile. Osserviamo che

X

g’(X) = e2x2—4\x\ D(ZX2 - 4|X|), e ricordando che D|X| = ; con X # 0 quindi il punto in cui non & derivabile,
2x2-4|¥| _
siha: g'(x)= g2~ [4X - 4mj _1° , (4x-4) sex> O, quindi
X 2x%-4|x|
e (4x+4) sex<0

'(x)=0 -1=0
g'(X)=Oc>{g ) <:>{X <> X =1 ed anche
x>0 x>0

fon 9'(x)=0 [x+1=0 ~ _ _ _
g (X) =0 0 = 0 <> X =-1 pertanto possiamo affermare che esistono due punti
X< X<

stazionari {— 1,1} ed un punto singolare 0 quindi I’insieme dei punti critici: F = {— 2,—LO,1,2} e
conseguentemente

min g(x)=min{g(-2),9(-1),9(0).g(1) 9(2)} = fLe* Le? Lf=g(-1)= g(l) =~

xe[-2,2]



