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Traccia A

Calcolare il seguente lim \/3X2 +X+1-— \/4X2 +3, e verificare che sia corretto.

X—>+00

arcsenlog(1-2x)
_ _at x#0
Data la funzione h: x e {M ﬁl_e)} — sen(eX —1) , individuare il punto di

2 2
2 x=0

discontinuita e classificarlo.

Studiare la funzione x — f (x) = , e tracciarne approssimativamente il grafico.

arctg(x —1)

2x+1 xel,2]

, dire, per quale valore del parametro h soddisfa le
2"+h  xel+oq

Data la funzione g:Xe R — {

ipotesi del Teorema degli Zeri.

Data la funzione p(X) = 16’ calcolare la primitiva P tale che P(3) =0 e scrivere I’equazione della

X2 —

tangente sulla primitiva P, nel punto 1.

Data la funzione f (x, y) = Iog(xy2 - xzy), determinare il suo gradiente, ed eventuali punti stazionari.
(A.A. 2016/2017)

Svolgimento - Traccia A

Essendo lim v/3x? + x+1-v/4x? +3 = lim (|x| 3+1+i2 —|x| 4+%J , ovVvero
X—>+00 X—>+0) X X X

lim [|x| 3+1+i2—|x| 4+%j: lim x| lim (\/3+1+i2—\/4+%j quindi
X—>+o0l X X X X—>+00 | X—>+00| X X X
lim [x| lim (\/3+1+i2—\/4+%} lim [x|(3—2)=—c0= lim x(v3-2)=—0 . Per cui si ha
X—>+0 | X—>+00 X X X X—>+00 X—>-+00

£ £ £
x\/§—2 <—ESSX>———=<& X>———, e quindi posto 6 =———, abbiamo individuato un
( ) 2-+/3 o3 P 2-3

intorno di piu infinito.

h ¢ continua in |1-e)2,(1-e*)2|-{0} e risutando h(0)=2 e Iingh(x)z

_ i 2rCsen log(1—2x) _ i 2FCSeNn log(1-2x) log(1—2x) (- 2x) 1

=0 sen(e* 1) =0 log(1-2x) —2x sen(ex—l)ex—lx
e*-1 X

=-2#2=h(0)

h ha in zero un punto di discontinuita eliminabile.



3. Data la funzione: X — f(x)=;.
arctg(x —1)

Ricordando che la funzione arcotangente € definita in R, ed ¢ nulla se e solo se I’argomento ¢ zero
Pinsieme di definizione di f & {xeR,x-1=0} ed essendo

x-120= xzlo xeR—{}= oo JU L+ &

f:xelaol UL+ > :

arctg(x —1)
e risultando:
f(x)>0<:>Wx_l)>0<:>arctg(x—1)>0=arctgtg0=arctg0c>x—1>0<:>x>1c>x6]1,+oo[
1
f(x) =0 —=0 %)
) <:>arctg(x—1) Re

f(x)<0 < xe Food[U Lo~ oo = oo

il grafico di f si trova al di sopra dell’asse delle X in ]1,+oo[, al di sotto dell’asse delle X in ]»oo,l[, ha in

comune con gli assi il punto (0, f(0)) = (0, ﬁ(—l)j =(0,—4/) ed essendo:
. i 1 2 . . 1
lim ()= fim ——— =~ 2 lim f(x)=lim ——— — o0,
U ) o arctg(x-1) 7z o () L arctg(x —1) *
. . . . 1 2
lim f(x)=Ilm— = lim f(x)=lim —— ==
xl—r;‘l.1 (X) xl—r;Tl.1 arctg (X _]_) toe XLrPoo (X) erPoo arctg (X _1) T

il grafico di f ha tre asintoti: la retta di equazione y =—2/7x asintoto orizzontale a sinistra, la retta di

equazione X =1 asintoto verticale a sinistra e a destra e la retta di equazione y =2/ asintoto orizzontale a
destra.

Essendo:

o 1 1
Filx)= Darctg(x—l)__(1+(x—1)2)arctg2(x—1) se x< oot Ul

f'(x)>0= f'(x)=0=xePB ed f'(x)<0= xe oo UL+
quindi la funzione f € strettamente decrescente in ]— oo,1[ edin ]1,+oo[.
Risultando infine:

-1 _ D(1+ (x —1)2)arctg ?(x=1) _ 2(x—jarctg*(x —1) + 2arctg(x -1) _
1+ (x—-1)° jarctg *(x -1) (1+ (x —1)2)2 arctg*(x —1) (1 +(x—1Y )2 arctg*(x—1)

f"(x)=D



__2b-Tarag(x-1)+2 _ se x € |-o0,[U JL+oo ed osservando che 2(x—1pretg(x 1)+ 2 &
(1+ (x—1)° )2 arctg®(x—1) (1+ (x—1)° )2 arctg®(x—1)

maggiore di zero per ogni elemento x di |01 U [L,+oo[

e
f"(x)>0 < arctg(x—1)>0 <= xe L+, F"(x)=0=>xeP ed f"(X)<0=xe o]
e pertanto f e strettamente convessa in 1[,+oo[ e strettamente concava in ]» oo,O[.

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

o mma e S - v mma
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=-2x .il(lﬁj
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e quindi dedurre che:

f(FoolUL+od)= | o0,—2/7[U /7,4 , f & biunivoca, non limitata inferiormente e non
limitata superiormente.

OSSERVAZIONE. E immediato convincersi che f & una funzione (1,0) -simmetrica pertanto avremmo
potuto limitarci a tracciare il grafico G della restrizione di f a ]l,+oo[ ed ottenere il grafico di f unendo a G la

curva G’ simmetrica di G rispetto al punto (1,0).

4. Essendo g evidentemente continua in R—{2}, ed osservando che g(2)=5, che lim g(x)=5 e che
X—2"

lim g(x)=4+h=g(2)< h=1, la funzione risultera continua anche in 2 per il parametro h=1, ed
x—2*

essendo g(x)>0 <> 2x+1>0 < x > —% , quindi esistono due punti per cui g(—l)- g(1)< 0, quindi

la funzione soddisferebbe tutte le ipotesi del Teorema degli Zeri.

5. Essendo p(x): x)z(:fG , i osserva che x)z(:iG = X)Z(:ZZ = (x—);)_()f+4 quindi possiamo scrivere
: A B A(x+4)+B(x-4) (A+B)x+4(A-B)
la nostra funzione come + = = , pertanto per la
(x—4) (x+4)  (x—4)x+4) (x—4)x+4)
1
A+B=1 A+B=1 —E+B+B:1 B=

similitudine dei polinomi deve essere { 1
A=——+B A=
2

Al Mlw

4A-B)=-2 A=—%+B:

1 3
=— —d — —d == — =
=T X _f X per cui P(x) 4Iog|x 4|+4Iog|x+4|+c e



quindi P(3):O@z%log|3—4|+glog|3+4|+c:0<:>c:—%I097 ovvero la primitiva cercata &
1 3 3 , . _—
P(X):Zlog|x—4|+zIog|X+4|—Zlog7. Infine I’equazione della tangente sulla primitiva P, nel

punto 1, & y = P'(1x—1)+ P(1) = y = p(L)x—1)+ P(L) ovveroy = %(x —1)+%Iog|— 3 +%Iog g

Data la f(x, y):log<xy2 —x2y) il suo gradiente Vf (x,y)=|f,(x,y) f,(x,y)| . per cui, essendo

1 y2-2xy _ y(y-2x) _ y-2x
B Y)= Dy’ -xy)= = - e
Xy2—X2y ( ) Xy2—X2y y(xy—xz) xy—x2
1 2yx—x*>  x(2y-x) 2y-x .
f) X,y)Z—D xy? —x%y)= = = per cui
y( xy2—x2y y( ) Xy2—X2y X(yz_xy) y2—xy
\%i (x, y):{fzx_x{/’;y_x);} gli eventuali punti stazionari, sono dati dalle soluzioni del sistema
2X-y
X2—xy 2x—y=0 ([2x=y , , _ ,
= = quindi 'unico punto che annulla quest’ultimo sistema ¢& il
2y — X 0 2y—x=0 |2y=Xx
y*—xy

punto Pl(0,0), ma tale punto pone il sistema del gradiente sotto forma indeterminata, pertanto non € un
punto stazionario.



