Matematica per I’Economia (A-K) e Matematica Generale — 30 giugno 2016
(prof. Bisceglia)

traccia A

=

Calcolare la primitiva della funzione p(x), che nel punto 0 assume valore — 2

X—2
x? —16)x? +1)

pZXG[—1,3]—>(

a'™ 1
i)
1 [x*+1

- 2
lim| 32x"+1 34 arsen— 5
X—>+00 X X

2. Calcolare il seguente limite (si consiglia di ricondurlo alla forma

2x2+x—1

3. Studiare la seguente funzione e tracciarne approssimativamente il grafico:
2
x“ -1
x — f(x)=arcsen—,
X“+1
4. Per quali valori del parametro h la funzione:
1-h sex=0
j:xe|01]—>1 | arcsenlog(x+1
jix<lod] e* gx+1) h(x*-1) sexe /]

X
soddisfa le ipotesi del Teorema di ROLLE.

5. Dopo aver giustificato I’esistenza dei punti di minimo e massimo assoluti della funzione in [-1,2],
trovare tali punti e calcolare il massimo:
g:XER—>‘x2—x‘

N.B. 1) Non si possono usare, pena I’annullamento della prova: calcolatrici, cellulari ed appunti vari.
2) Non si accettano elaborati scritti a matita. 3) Va consegnato solo il foglio di bella e la traccia
compilata nel riquadro.

Cognome Nome Matricola Firma




Matematica per I’Economia (A-K) e Matematica Generale — 30 giugno 2016
(prof. Bisceglia)

traccia B

=

Calcolare la primitiva della funzione p(x), che nel punto — 2 assume valore 0

x-1

pZXE[—3,—2]—>(mxm

. . . a 1
2. Calcolare il seguente limite (si consiglia di ricondurlo alla forma W)
X

3x3+2x—l
3x3—2x+1

3_
lim| /2 —\/E—arsenl X 21
X

X—>—00|

3. Studiare la seguente funzione e tracciarne approssimativamente il grafico:
2
x“ -1
x — f(x)=arccos =
X
4. Per quali valori del parametro h la funzione:
1+h sex=0
j:xe|0l— r 2x _q
0] eX%)Io%e—h(x?‘—l) sexe 0]
X

soddisfa le ipotesi del Teorema di ROLLE.

5. Dopo aver giustificato 1’esistenza dei punti di minimo e massimo assoluti della funzione in [—1,1],
trovare tali punti e calcolare il minimo:
g:xe R—)‘x2 —2x‘

N.B. 1) Non si possono usare, pena I’annullamento della prova: calcolatrici, cellulari ed appunti vari.
2) Non si accettano elaborati scritti a matita. 3) Va consegnato solo il foglio di bella e la traccia
compilata nel riquadro.

Cognome Nome Matricola Firma




Svolgimento prova scritta del 30 giugno 2016 traccia A

1. Una primitiva della funzione assegnata é data dal seguente integrale:

X—2
x2 —16Xx2 +1

Calcoliamo J. ( )dx per questo, essendo X* —16 = (X +4)(x —4), poniamo

X—2 _ A N B +Cx+D:
(x* —16Jx2+1) x+4 x-4 x*+1
(A+B+C)x* +(~4A+4B+D)x* +(A+B-16C)x—4A+4B 16D
(x2 —lGXx2 +1)

e quindi si ha: X—2=(A+B+C)X°+(-4A+4B+D)X* +
A+B+C=0 A+B=-C A+B=1/17
~4A+4B+D=0 —~4A+4B=-D |-4A+4B=-217

+(A+B—-16C)x—4A+4B-16D < SN SN <
A+B-16C =1 -17C =1 C=-117
~4A+4B-16D=-2 |-17D=-2 D =2/17

<:>A:—,B=i,C:—i e D=3 e quindi & 7— X—22 =i 1 +i t 1 X2_2 e

68° 68 17 17 (x*-16)x*+1) 68x+4 68x—4 17 x*+1
pertanto risulta:

I . x—22 x:iji+ij ax 1 XZ_Zdx:ilog|x+4|+ilog|x—4|—

(x> -16)x2+1) " 687 x+4 687 x-4 17Ix?+1 68 68

—~ 3—14 Iog(x2 + 1)+ % arctgx quindi é:

(x+4)’(4-x)

1
F:xel-13|]—>—log
23] 68 (x2 +1f

2
+—7arctgx +C.

1 2
¢ essendo un numero reale tale che risulti F(0)= -2 < 8 log 4* + Earctgo +C=-2<

= 2 log2+c=-2<c=-2 1 log 2 +1 | e pertanto risulta:
17 17

3
F:xe [—1,3]—>ilogw@;X)Jrgarctgx—z(i I092+1j.
68 (Xz n 1) 17 17



2x%+x-1 1 4 2y
i T o ril X" +1 . X“+x-1 _ .
2. Dato il seguente limite, lim| 3 —3+arcsen—; |—— essendo lim ————=1siha

X—>+0 X X X—>+00 2X2 +Xx+1
2x%4x-1
2x%+x-1 4 24l _ — 2
lim 32X2+X+1—3+arcseni2 X :—1: lim| 3 32 L. - 2 +arcsen(§/x )iz
e x2 | x o2+ x=1 ) 2x" X+l 1/x X
27 +x+1
Sy o) asenl)
x*+1 32l 1 —2(x*+1)  arcsen(l/x*)x* +1
. = lim| 3 . + =3log3(-1)+1=1-3log3.
X2 X—>+00 -2 X2(2X2+X—|-1) ]/XZ X4 g ( ) g
2X% +x+1
2
: x° -1
3. Datalafunzione X — f(x)= arcsen 5
X“+1

L’insieme dei valori della funzione f & incluso in arcsen([—Ll]): [— 7[/2,72'/2], quindi f & limitata e
pertanto il grafico di f pud avere solo asintoti orizzontali.

L’insieme di definizione di f €&: {X eR,—-1< (X2 —:|.)/(X2 +1)S l} ed essendo —1< (X2 —:|.)/(X2 +1)S

<l —x2-1<x?-1<x* 4+l -2x2<0<2 <= xeR e

2

f :xe R — arcsen

x? +1

e risultando

f(x)> 0 < arcsen((x? —1)/(x? +1))> 0 <> (x2 —1)/(x? +1)> 0 <> x* =1> 0 <> x € oo~ U 1L +oq
f(x)=0 <> arcsen((x? —1)/(x* +1))= 0 <= (x* ~1)/(x* +1)=0 <> x* ~1=0<> x =—lox =1
f(x)<0< xeR—-Joo,~1|UL+oo[ = -11]

il grafico di f si trova al di sopra dell’asse delle x in ]»OO,—].[ ed in ]].,—i—oo[, al di sotto dell’asse delle X in
]— 1,1[, ha in comune con gli assi i punti (—1,0), (1,0) e (O, arcsen(—l)) = (0,—7z/2) e zero & un punto di

minimo per f ed essendo:

2 2
lim f(x)= lim arcsen XZ 1_5)(2 = arcsenl=r/2,
X—>—00 X—>—00 X + X

2 2
lim f(x)= lim arcsen Xz i_j//xz = arcsenl = /2
X—>+00 X—>+00 X + X

il grafico di f ha un solo asintoto: la retta di equazione Y = 77/2 asintoto orizzontale a sinistra e a destra.

Essendo:
f(x) = Darcsen x*-1_ 1 .2x(x2 +1)—2x(x2 —1)= 1 &
x* +1 (Xz _1)2 (x2 +1)2 4x? (x2 +1)2
a (x"‘+1)2 x* +1




se xe|-o,0[

_ & xP+
2xx* +1) 2 s X € 0,400
x* +1
€
[ I H ' I H _2 _ ' L ' n _
£(0)= lim £0= fim ~>7 =2, 13(0)=lim £(x)= lim -~ =2

f & derivabile in R — {0} e non esiste la derivata di f in zero, zero é un punto angoloso per f ed anche un punto
di minimo relativo proprio per f ed é:

f'(x)>0= xe P+, f'(X)=0=xecBed f'(X)<0=xe o0
quindi f e strettamente crescente in [O,+oo[ ed e strettamente decrescente in ]» oo,O].
Risultando infine:

D 2_2 =-2D 12: 4 - se x e |-o0,0[

700 x? +1 1+ X (1+x2)
D 22 =2D 21 = _4X2 se x € J0,+od

X% +1 X% +1 (1+x2)

é:

f'(x)>0=xed@, f'(x)=0=xePB ed "(x)<0 <= xeR-{0}
e pertanto f € strettamente concava in ]— oo,O[ edin ]O,+oo[.
Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

Tt

I
|
D
[ 1

i
|
I
i
i
I
i
i
I

e

(0~1/2)

y=—-m2

e quindi dedurre che:

f(R)= f(J-o0,0])= f([0,+oc])=[~7/2,7/2[, f non & biunivoca, le restrizioni di f a }-o0,0] ed a

x? -1
5 1=SUE[—7Z’/2,7Z’/2[=7Z’/2.

[0,-+o0[ sono entrambe biunivoche su [- /2, 7/2[ e suparcsen
xeR X

OSSERVAZIONE. E facile rendersi conto che f & una funzione pari e pertanto avremmo potuto limitarci a
tracciare il grafico G della restrizione di f a [O,+oo[ e quindi ottenere il grafico di f unendo a G la curva G’
simmetrica di G rispetto all’asse delle .

4. Tale funzione:



1-h sex=0
jixelol]—> o arcsen log(x +1) .\

" h(x*-1) sexeod]

x—0

o Arcsen I)c()g(x +1) i _1)j _

j & continua in ]0,1] ed essendo j(0)=1—h e Iing j(X)=|im(

arcsenlog(x +1) log(x +1)

=lim ~h=1-h j & continua in [01] e risultando:
=0 log(x+1) X
OR D(ex arcsen I)(:g(x +1) hix? _l)j _
:@!%mwm®6+ﬂ—%am%m®&+ﬂ+i L L +2hx j & derivabile in [0,1],
X X X J1-log?(1+x)1+Xx

essendo in fine j(O) = J(l) <l1-h=earcsenlog2 < h=1—earcsenlog?2 la funzione j soddisfa alle
ipotesi del teorema di ROLLE solose &: h=1—earcsenlog 2.

5. Lafunzione g:XeR — ‘Xz - X‘ e composta da funzioni continue, quindi continua nell’insieme di definizione

ed essendo I’intervallo [— 1,2] chiuso e limitato, per il Teorema di Weierstrass la funzione & dotata di minimo e di
massimo assoluto. Per il Teorema dei punti critici rT[la)g] g(x) = max g(X), con F = {E Usu C}, pertanto e
xel-1, xeF

sufficiente trovare eventuali punti stazionari e punti in cui non & derivabile.

Per il teorema dei Punti Critici, sia g:[a,b]—>R , sia @ continua in [a,b], sia F={a,b},

S={xelab[/Bg'(x)} ., C={xelb[/g(x)=0} e sia X=FUSUC , allora
max g(x)=max g(x), pertanto per la funzione g(x)= ‘Xz - X‘, F ={-12}, i punti in cui Ag'(x) <= D|0|
xela,b] xeX

2x-1=0
{x>ﬂ2
1-2x=
{x<ﬂ2
quindi C ={1/2}. Pertanto X ={-1,0,/2,1,2} e notando che g(-1)=2, g(0)=0, g(1/2)=1/4,
9(1)=0,e g(2)=2, sihache max|x? — X‘ = 2, con punti di massimo {—1,2}.

xe[-1,2]

 pertanto X2 —x=0< X(X—1)= 0, percui S = {O,l} ed infine essendo g’(x)= < x=12,




Svolgimento prova scritta del 30 giugno 2016 traccia B

1. Una primitiva della funzione assegnata & data dal seguente integrale:

j(ﬁiﬁ)dx , per questo, essendo X —9 = (X + 3)(X _3)! poniamo

x1 A B C D _
(x* -9 x*-1) x+3 x-3 x+1 x-1
_(A+B+C+D)x*+(-3A+3B-C+D)x* +(- A-B-9C-9D)x+3A-3B+9C-9D

(x? —9)x* -1

e quindi si ha: X—1=(A+ B+C+ D)X3 +(—3A+3B—C+ D)X2 +
A+B+C+D=0 A+B+C=-
-3A+3B-C+D=0 -3A+3B+D=C

+(-A-B-9C-9D)x+3A-3B+9C-9D < SN
~A-B-9C-9D=1 8A+8B=1

3A-3B+9C-9D=-1 |-24A+24B=-1
@Azi,Bzi,C:—leD=Oequindié: 5 X_12 11 +i 1 1
12" 24 8 (x*-9fx*-1) 12x+3 24x-3 8x+1

risulta:

dx 1 ¢ dx 1IX_1

-[ix —9ix —1i x+3+ﬂ x—3 8Ix*-1

quindi e:

1 1 1
dx = P log|x +3|+ﬂlog|x—3| —glog|x +1)

(x+3)(3—x)

(-x-1)°

F:XE[—3,—2]—>2—14Iog +C.

1 1
¢ essendo un numero reale tale che risulti: F(— 2) =0 22 log5+c=0< c= ~oa log5 e pertanto risulta:

1, (x+3F3B-x) 1

F:xel|-3-2[—>—log—————~——1og5.
-3-2] 249 (-x-1} 24 |
3x3+2x1
3x3-2x+l 3 3
2. Dato il seguente limite, lim J2 —J2- arsen— X 1essendo lim M_l si ha
X——o0 X x>0 3x% — 2x +1
34 2x—
3x3+2xl zx zx-:l
3x —-2x+1 3_ — — 3 _
lim| 2 —2- arsen— X 5 m 2 V2 L :1x 31()( 1) -
X0 X == 3x® +2x-1 1 (3x —2x+1)
3x® —2x+1

3
i arcsen(l/x) x 2_1§=\/§Iog\/§(0)—1=—

X—>—0 ]/ X X

e pertanto



3. Datalafunzione X — f(x)= arccos

x? -1

x* +1
L’insieme dei valori della funzione f & incluso in arccos([—l,l]): [O, 72'], quindi f & limitata e pertanto il

grafico di f pud avere solo asintoti orizzontali.

L’insieme di definizione di f &: {X eR,-1< (X2 —:|.)/(X2 +1)S 1} ed essendo —1< (X2 —:I.)/(X2 +1)S
<le X2 -1<x*-1<x* +1le-2x* <0<2 < xeR e

x? -1

x? +1

f : xe R — arccos

e risultando

f(x)>0<=xeR
f(x)=0= f(x)<0=>xeD

il grafico di f si trova al di sopra dell’asse delle X e (O, arCCOS(— 1)) = (O, 71') e zero & un punto di massimo
per f ed essendo:

2 2
. . X“\1-1/x
lim f(x)= lim arccosTELz%:arccoslzo,
X—>—00 X—>—00 X 1+]/X

2 2
. . X“\1-1/x
lim f(x)= lim arccosTgLZ%:arccoslzo
X—>+00 X—>+00 X l+]7/x

il grafico di f ha un solo asintoto: la retta di equazione Y = O asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
Essendo:

x? -1 -1 2x(x2 +1)— 2x(x2 —1) -1 4x
f’(x)= Darccos = . = . =
g x> +1 (x? +1f Jax? (x? +1f

x? +1
2
o |xa1 se xe|-o,0[
- . -
2 +1) ;2 se xe 0+
X°+1

e

£/(0)= lim f'(x)= lim

=2

=2, 14(0)=lim /()= lim ~=

f & derivabile in R — {O} e non esiste la derivata di f in zero, zero é un punto angoloso per f ed anche un punto

x? +1

di massimo relativo proprio per f ed é:

f(x)>0=xelo0[, f'(x)=0=xeBed f'(x)<0= xe 0.+
quindi f e strettamente crescente in ]» oo,O] ed é strettamente decrescente in [O,+oo[.
Risultando infine:



2 1 —4x

D =2D = ,0
00 X% +1 1+ x? (1+x2)2 se x < |-
X)=
~2 _ pp Lt . & se X € J0,+o]
x? +1 x® +1 (1+ XZ)Z

e:

f'(x)>0<xeR-{0}, f"(X)=0=xeTed f'(Xx)<0=>xeD
e pertanto f e strettamente convessa in ]» oo,O[ ed in ]O,+oo[.
Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

i

\
¥

F
o

r
N

i

e quindi dedurre che:

f(R)= f(]» oo,O])= f([0,+ooD= ]O 7z], f non & biunivoca, le restrizioni di f a ]»oo,O] ed a [O,+oo[
x* —
X*+1 xR

sono entrambe biunivoche su ]0, 72] e im; arccos
Xe

OSSERVAZIONE. E facile rendersi conto che f & una funzione pari e pertanto avremmo potuto limitarci a
tracciare il grafico G della restrizione di f a [O,+oo[ e quindi ottenere il grafico di f unendo a G la curva G’
simmetrica di G rispetto all’asse delle .

4. Tale funzione:
1+h sex=0

el gl ) ) e

2%
j & continua in [0,1] ed essendo j(O)=1+h e lim j(x)=Ilim exwlog e—hix®-1)|=
X—0 X—0 2X 3

= Ixiﬂg(ex ar(z;ngSixl)_l) (32;)(_1)|Og3 e— h(X3 —1)} =1+h j & continua in [01] e risultando:

j'(x)= D(eX %}:X_l)log3 e—h(x® —1))



2X
=e*log, e iarctg(32X —1)—i2arctg(32X ~1)+ ELQ% —3hx? j & derivabile in J0,1], essendo
2X 2X X 1+(32X _1)
. . arctg8 arctg8 N . . .
in fine j(0)= j1)=1+h=¢e log,e<<h=e log, e—1 la funzione j soddisfa alle ipotesi del
teorema di ROLLE solose &: h=e arctgs log,e—1.

5. Lafunzione g:XeR— ‘XZ - ZX‘ ¢ composta da funzioni continue, quindi continua nell’insieme di definizione
ed essendo ’intervallo [—1,1] chiuso e limitato, per il Teorema di Weierstrass la funzione e dotata di minimo e di
massimo assoluto. Per il Teorema dei punti critici r?ilnz]g(x): miFn 9(x), con F ={EUSUC}, pertanto ¢

Xe|—1, Xe

sufficiente trovare eventuali punti stazionari e punti in cui non é derivabile.

Per il teorema dei Punti Critici, sia g:[a,b] >R , sia g continia in [a,b] , sia F={ab},
S={xela,b[/3g'(x)}, C={xea,b[/g'(x)=0}esia X =FUSUC, allora min ggx): min g(x)

xela,b xeX

, pertanto per la funzione g(x):‘XZ—ZX‘, F:{—l,l}, punti in cui Eﬂg'(x)<:> D|0| , pertanto

{2X—2=0
1 oS Xed
X >
x? —2X:O<:>X(X—2):O, per cui S ={0,2} ed infine essendo g'(x): 5 2x—0 , quindi
—2X =
{ & x=1
x<1

XZ—ZX‘ZO,

xe[-1.1]

C= {1} Pertanto X = {—1,0,1} e notando che g(—1)= 3, g(O) =0, g(1)=1, si ha che min

con punto di minimo {O}



