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Traccia F

Determinare, se possibile, un punto di approssimazione con un errore €< 10", dell’equazione

Iog(3x - 2) =0, nell’intervallo {% ,2} .

Calcolare, se possibile, il seguente limite: lim arccot g
X

1
o0 \/e_x '

VX+2
Xx-1

Studiare la funzione f : X — f(x): € R, e tracciarne approssimativamente il grafico.

-7 sex>2
Data la funzione g(x) =41 sex =2 , trovare I’insieme di definizione e, classificare il punto

arctg LZ sex<?2

X

. 1 - .
Data la funzione p(x) =e? — — calcolare la primitiva Py, tale che P(O) =1 e scrivere
1-(nx)
I’equazione della tangente sulla primitiva P,, nel punto 0.

Data la funzione ricavi, R(x, y) =2x° + 2Xy — 2y2 , hel rispetto di una produzione limitata a,
X+ Yy =10, determinare la combinazione dei prodotti con ricavo massimo.

Svolgimento traccia F
Data la funzione |0g(3X—2):O, continua nell’intervallo chiuso e limitato {%,2,] inoltre per il
. . 1 . - . 1
teorema degli zeri deve essere f > -f(2)<0, in tali ipotesi Ix, € 52 /f(x,)=0, ma

osserviamo che risulta f (2) =log4 >0, mentre Af (%) = Iog(— %) , pertanto non essendo soddisfatte

tutte le ipotesi del teorema, non e possibile trovare alcuna approssimazione dell’equazione data.

2. Essendo lim arccotg

1
X—>—0 \/e_x

arccotangente € definita VX € R, e che la funzione f(X):

il limite di una funzione composta, e ricordando cha la funzione

e definita vVe* # 0 ed essendo

1

,eX
e* e ]O,+oo[, per cui ve* = 0,Vx € R, quindi & possibile effettuare il limite assegnato in quanto il
dominio non é limitato inferiormente. E trattandosi di un limite di una funzione composta, si ha che:



Ilm— =+, in quanto lim e* =0 e, conseguentemente lim arccotgz =0, per cui per il

y—0 [ X—>—00 ' Z—>+0

teorema del limite di funzione composta, risulta lim arccot g

1
X—>—0 \/e_x

=0.

X+2
x-1

Data la funzione f:X — f(x)= eR

Insieme di definizione:
Essendo una funzione razionale, il numeratore & definito Xx+2>0 <> X €[~2,+od,

il denominatore ¥x € R —{L},

pertanto X = [— 2,+00[ﬂ (R- {1}) = [— 2,3{U ]1,+°0[

Quindi tale funzione & definita Vx [~ 2, U L, +od[ , ovvero

F [ 24[U Lo - £ (%)= XX_+12 R

Segno della funzione:
Essendo il numeratore sempre positivo, vedere dove f (x) >0 x-1>0<=x>1

Pertanto f(x)>0 x e [L+a N X = JL+o0
Conseguentemente f(x)<0< xe oolNX =]-21]

Si osserva che f(—2)=0, quindi tocca il punto (—2,0). Mentre f(0)=—+/2 pertanto passa per il

punto (0,—\/5).

Limiti significativi:
Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x, ), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione

X—Xg

che non appartiene al dominio e nell’estremo superiore.

lim £ (x) = lim +/x+2 lim —— = \/3(—e0) =~

x—1" x—1" -1 X =1
lim f(x )_Ilm\/x+2llm—=\/_( %) = +00
x—1" x—1" x—1" X_

(2] wEE)

2 2

lim £ ()= lim X2 _ lim X — lim

X—>+00 X—>+00 X — X—>+00 1_ 4 X—>+00 (1_ j
X X

Pertanto la retta X =1 & un asintoto verticale a destra ed a sinistra, mentre le retta Yy =0 & un
asintoto orizzontale a destra.



Derivata prima e monotonia:

x-1 —
£1(x)= 2x+2 X+2: x-1-2(x+2) ~ -x-5 X+5
(x-1) (x=1f2vx+2  (x-1f2Vx+2  (x=1)°2VX+2 _qing
f'(x)>0 - X+3 X+3 <0, pertanto essendo il denominatore

ciaaz T 1P adxez
sempre positivo nell’insieme di definizione della funzione, ¢ sufficiente studiare

X+5<0 < X< -5 X e J-0,-5[ X =&, conseguentemente la funzione & strettamente
decrescente nel suo dominio.

Derivata seconda e concavita:

(c-1F2x72 - (x+5){ (i 20

fn(X):_ 2\/x+2 _
(x-122vx+2f
(x=1)°2(x+2)— (x+5)2(x—1)2(x + 2) - (x+5)x -1)° _
(x-172vx+2f Vx+2
B 3x* +30x +39 x—1)

((x—12vx+2f Vxr2

pertanto essendo il denominatore sempre positivo nell’insieme di definizione della funzione, per

studiare f"(x)>0 @ sufficiente studiare (3x2 +30x+39Xx—1)> 0, per cui essendo il delta del

-30++432 |-154
— 5 " pertanto

f"(x)<0<> xe]-846,-1.54] , ed essendo f"(X)>0=x-1>0=x>1e xe Lo |
pertanto intersecando i due intervalli con il dominio della funzione, ed osservando che
Efd”(— 2) e per una conseguenza del Teorema di Lagrange, possiamo affermare

"oV fim £ 3x* +30x +39
fi-2)= i, )= S zm)J—(

polinomio di secondo grado positivo, abbiamo X, =

—1) = +o0, pertanto si ha:

f"(x)>0 < xe[-2,-1.54[UL+od  quindi  strettamente  convessa, e risulta
f ”(X) <0e=xe ]—1 54 1[ quindi strettamente concava, con un punto di flesso proprio in
(~1.54, f(~1.54)).



e quindi dedurre che:

f (-2 UL+oc[)=R, f & biunivocasu R.

- sex>2
Essendo la funzione g(x)=41 sex=2 per cui g continua in R—{2}, ed

arctg iz sex<?2

osservando che g(2)=1, il lim g(x)= lim arctgi2 = —% ed il lim 9(x)= -7, il punto
x—2~ x—2~ X — x—2"

2 per la funzione data, € un punto di si continuita di prima specie.

Data la funzione p(x)=e2 ——— , Si ha:

: 1 > 1 51
e2 ————=—— ldx=|e?dx— | ——=—=dx , owero P(x)=2e? ——arcsen(nx)+c
0

pertanto per la primitiva richiesta deve essere P(0)=1< 2e? — 1arcsen(;zO)Jr c=lec=-1,
7

X
oo 5 1 .
conseguentemente la primitiva €: P, (X) =282 -=— arcsen(nx)—l. Infine 1I’equazione della tangente
V4

sulla primitiva P,, nel punto 0, &: y = Pj(0)(x—0)+P,(0) < y = p(0)x + P,(0) owveroy =1.

Data la f(x,y)=x"—x?y? +x? il suo gradiente
Vi(x,y)= [fx(x, y), f,(x, y)]z [3x2 —2xy’® +2x,—2x2y] . gli eventuali punti stazionari, sono
3x? —2xy’ +2x=0_{3x2 —2xy? +2x=0

, € nella prima si
-2x’y =0 y=0

dati dalle soluzioni del sistema {



2
ottiene 3x” +2x =0 <> x(3x+2)=0 le cui soluzioni sono x=0e X = 3 quindi i due punti

stazionari sono (0,0) e (—g,oj . per poterli classificare dobbiamo calcolare il determinante

Hessiano, per cui f,(xy)=6x-2y*+2 , f (xy)=-2x>, f (xy)=—4xy e

f, (X, y)=—4xy , per cui H|f (0,0} =0, pertanto per tale punto non possiamo dire nulla, mentre,

2
f(—E,Oj :E in quanto fXX(—g,Oj:G(—EJ+2:—2, f (—g,Oj:—Z(—Ej :—§ e
3 9 3 3 Y3 3 9

fw(—g,oj = fw(—g,OJ =0 , conseguentemente il punto stazionario (—%,Oj e di massimo ed

3 2
il suo valore é f —Z,O =(—E) J{—Ej =i.
3 3 3 27

H




Traccia N

XZ

Data la funzione f(x)=
V5x2 —1-~/9x% + 2

, dire se e regolare in X, = —oo e se & convergente o

divergente in X, = —oo.

Data la funzione h(x)=3/x, verificare la sua derivabilita nel punto X = 0.

Studiare la funzione f (x) = Iog(x - —j , @ tracciarne approssimativamente il grafico.
X

Data la funzione g(x)=+/x* —2x—2, definita Vx € l— 2, (1— \/§)J verificare se sono soddisfatte le
ipotesi del Teorema del Punto Fisso.

-1

Data la funzione p(x)=e 2 + ﬁ , calcolare la primitiva P, , tale che P(0)=0 e scrivere
+ 2%

I’equazione della tangente sulla primitiva P, , nel punto 0.

Data la funzione f (x, y) = ey2 — eXz , determinare eventuali punti estremanti e classificarli,
A.A.(2016/2017).

Svolgimento traccia N

XZ

Data la seguente funzione f(x)= essendo il suo dominio non limitato
V5xZ —1—/9x2 +2
2
inferiormente & possibile calcolare il limite, [lim , e si ha
Hw\/sx —1-4/9x% +2
NG . x?
lim = lim lim — .0Vvero

e JBx2 —1— \/9x +2 wa|\/5——| |\/ 2 \/g—\/gx"’w|x|

lim |X| (+ oo):—oo ; pertanto la funzione per x che tende a meno infinito, diverge

1
N Fl

negativamente.

Data la funzione h(x):‘"{/;, la sua funzione derivata prima risulta h( ) definita

3\/_

VvxeR—{0} ; pertanto verifichiamo la sua derivabiliti nel punto x=0 , per cui deve

- 3/x —
3lim M =h'(x,)eR , ed essendo lim x—0_ lim 11 = lim
X—>Xg X=X, x=»0" X—0 x—0" 1_5 x—>0" 3/

X
x-0 . 1

lim = lim = lim

1
- L 1 !
x>0~ X—=0 x—0 1_5 x—0~ 3/ X2

X

=400 ed

= 400, la funzione @& solo dotata di derivatain X =0.



3. Datalafunzione f(x)= Iog(x - 1} , essendo la funzione logaritmica definita in ]0,+oc[ , si ha:
X

2

.. 1 X
Dominio: deve essere x—— >0 <
X

con il segno del denominatore, si ha D(f ) < VX e ]—LO[U ]1,+oo[.

>0, quindi X*-1>0<> | >1 ed intersecando

2 2_ _
X 1>1, OVVEro X—X1>O, quindi
X

Segno: si osserva che Iog(x—EJ >0=logl<
X

1+\/§ 1—\/3
> ed X<T

x> =-x-1>0, cioé x> , ed intersecando con il segno del

—|1+\/§

denominatore, si ha che f(X)>O<:>XE}1_2\/§ ,O{UJ > ,+oo{, conseguentemente

f(x)<0e xe }—1,#%)}1,“2\/5{ ,quindi f(x)=0< xe 1i2\/§ .

2

L X
Asintoti: essendo il lim

=0, si hache il Iing log y = —o , quindi la retta X =—1¢ un
y—>

x—>-1* X
2
. . e Xo-1 . N .
asintoto verticale destro; mentre il lim =400, si ha che il lim logy =+ , quindi la
x—0" X y—>+o0
2
. . . . . Lo Xo=1 T
retta X = 0@ un asintoto verticale sinistro; inoltre il lim =0, quindi il limlogy = -,
x—1* X y—0
x? -1
quindi la retta X =1¢ un asintoto verticale destro; in fine il lim =400, quindi il

X4 X

. . f(x . T
lim log y =+ , ed osservando che lim L) =0, non vi sono asintoti obliqui.

y—>+00 y—o>t+o X

2 2

Monotonia: essendo f'(x):i(l+ izj = 21 (X le = X3 +1 , pertanto avendo il

w1 X x? -1 x x> =X
X X

numeratore sempre positivo avremo che f'(x)>0 < x(x2 —1)> 0= x> Oﬂ(x2 —1)> 0,

quindi f'(x)>0 < vxe FL0[UL+o , owero f'(x)>0< vxeD(f) , quindi la

funzione é strettamente crescente.

3 2 2 4 2
Convessita: essendo f"(x)= ZX(X _X)_(X +1X3X _1) _TX X +1, dove si osserva

(< = xf (¢ —xf

che il denominatore & sempre positivo, per cui ponendo X*=Yy , si ha

f'(x)>0 e —x* —4x* +1>0 < y* +4y-1<0 , disequazione che si annulla nei punti
Y, =-2++/5 ed Y, =-2-+/5, e tenendo conto della sostituzione la risulta impossibile la
seconda soluzione, quindi Yy, :—2+\/§ =x?> <X :i\/—2+\/§ , per cui dalle

disuguaglianze poste, la derivata seconda risulta positiva all’interno dei valori trovati, ed
intersecando con il dominio, possiamo affermare che la funzione e strettamente convessa



VX€:|—J—2+J§,J—2+J§LH D(f), ovvero VXGj‘— —2+\/§,O[e conseguentemente

sara  strettamente  concava VX e —}— \/ —2+45 , \/ —2+4/5 t N D(f ) ,  OVVero

VX e }—1,— —2+\/§[U]1,+oo[.

VI.  Punti di flesso: si osserva che 3 un intorno sinistro del punto —~/— 2 ++/5 in cui la funzione &
strettamente concava ed 3 un intorno destro in cui la funzione é strettamente convessa, per cui

3 un punto di flesso proprio per f, ovvero (— -2+ \/g f[— -2+ \/ED

Siamo quindi in grado di tracciarne  approssimativamente il suo  grafico.
’ 5 T : % . Yy
'1 -1-\5 . 1 1+-\)(§ %

Data la funzione g(x):\/x2 —2X —2 , definita VX e l—2 (1 \/_)J quindi continua nel suo dominio,
ed osservando che g(—2)=\/6 e g(l—\/_) 0; per cui g \/_e[— ( \/5) ed anche

g(l—\/§):0¢ l— 2,(1—\/§)J, pertanto la funzione non soddlsfare le ipotesi del Teorema del Punto
Fisso.

-1 -1
L 1 == 1
Data la funzione p(x)=e 2 +——— , si ha e?2 +———|dx , e quindi
&) (1+2x)° j ( 1+ 2x)3]
. 2 ™2 1 R
Ie dx+I dx=—e ? —————+cC pertanto per la primitiva richiesta deve essere
1+ 2x) Vi 41+ 2x)
2 1 1 _— ‘
P0)=0< ~e?2 -~+c=0&<c=--——~ , conseguentemente  la  primitiva &

n 4 47[\/'



= 1 12
41+2x) 4 ze’

punto 0, & y = P;(0){x—0)+ P,(0) < y = p(0)x+ P,(0) ovvero y = (1+ %Jx _
e

2
Py (X)= ;e Infine ’equazione della tangente sulla primitiva P,, nel

Data la f(xy)=x>—x’y? +x il suo gradiente
vE(x,y)=[f,(x y) f,(x, y)|=[3x% — 2xy? + 2x,~2xy| . gli eventuali punti stazionari, sono
3x? —2xy? +2x:0_{3x2 —2xy? +2x=0

, € nella prima si
-2x’y =0 y=0

dati dalle soluzioni del sistema {

2
ottiene 3x* +2x =0 <> X(3x+2)=0 le cui soluzioni sono x=0e X = ~5 » Quindi i due punt

stazionari sono (0,0) e (—g,oj . per poterli classificare dobbiamo calcolare il determinante

Hessiano, per cui fo(x,y)=6x-2y*+2 , f (xy)=-2x*, f (xy)=—4xy e

fyx(x, y): —4xy , per cui H| f (0,0] =0, pertanto per tale punto non possiamo dire nulla, mentre,

2
f(—z,o) _16 in quanto fxx(—z,O):6(—EJ+2:—2, f (—E,Oj=—2(—gj __8 e
3 9 3 3 Y3 3 9

fw(—g,oj = fw(—g,OJ =0 , conseguentemente il punto stazionario (—%,Oj e di massimo ed

H

3

3 2
il suo valore é f —2,0 =(—Z) + —E :i.
3 3 3 27



