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Traccia A

Calcolare il seguente [im (szz —1—+/x2 +1), e verificare che sia corretto.
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Data la funzione h: xeR — , dire se esistono dei punti di discontinuita e
arcsenx
sexe o]

senx

2x-1  sexell+o

classificarli.

Studiare la funzione X — f (X) = Iog|x|/x, e tracciarne approssimativamente il grafico.

1
Data la funzione g: X e [0,1] — kx* +2x +§, dire, per quali valori del parametro k soddisfa le ipotesi

del Teorema di Rolle.

Data la funzione p(x)= Iog(x2 + 2), calcolare, per parte, una primitiva P, e riportare I’equazione della
tangente sulla primitiva P, nel punto 1.

Data la funzione f(x,y)=x>—x?y? +x?, determinare il suo gradiente, eventuali punti stazionari e
classificarli. (A.A. 2016/2017)

Svolgimento - Traccia A

Essendo I|m (\/Zx —1-x%+1)= Ilm[x|\/2——— x|\/1+—j:

lim |x|(\/2—i2 —\/1+ij = lim|x| lim (\/2—i2 —Jl+iJ— lim |x|(\/§ 1):+oo. Per cui si
X—>—00 X X X—>—00 X—>—00] X X X—>—00
ha |x|( )> <X > \/—L—l & X< _\/—ZL—l , in quanto stiamo facendo il limite per x che tende a

abbiamo individuato un intorno di meno infinito.

meno infinito, e posto o =

&
NO



Senx

2 sexelo0
X
0 sex=0 . Senx
. Essendo h:xeR — , Si osserva che h(O): 0, ed lim —— =1 cosi come
arcsenx x>0 X
sexe o]
senx
2x-1  sexe[L+of
. arcsenx .. (arcsenx X . arcsenx ,. 1 ) .
lim = lim —— |=lim lim =1 per cui nel punto 0, la funzione ha
x=0"  Senx x—0* X senx x—0* X x—0" SENX

X

. ._arcsenx 7 1
un punto di discontinuita eliminabile. Mentre, essendo h(l):l ed essendo lim = d

= — e
x->1"  SeNX 2 senl

lim(2x —1) =1, la funzione ha nel punto 1, una discontinuita di prima specie.

x—1*

Data la funzione: x — f(x)=log|x|/x.

L’insieme di definizione della funzione f é&: {X eR,x# O}= R-— {0}= ]»O0,0[U ]O,—I—OO[ e pertanto
e:

1

™ log(-x) se xe]-0,0[

%Iog X se xe[0+o

f:XER—{O}—)§|Og|X|=
e risultando:
f(x)>0<:>%log|x|>0<:>(x<0 e log(-x)<0=1logl) o(x>0 e logx > 0=logl) <
<(x<0e-x<1)o (x>0e x>1) = xe F1L0[U L+
f(x):0<:>§log|x|:0<:>Iog|x|:0:Iog1<:>|x|:1<:>x:—1o x=1

f(x)<0 < xe oo,0U0,+od - ([~LO[UL+od]) = oo~ U JoA

il grafico di f si trova al di sopra dell’asse delle X in ]—1,0[ edin ]1,+oo[, si trova al di sotto dell’asse
delle x in J-oo,~1[ ed in o[, ha in comune con gli assi i punti (-1, f(-1))=(-10) e
(4, f(1)) = (1,0) ed essendo:

) o doglx . 1 . 1 .
i 16)= im 23 i <01t 16 i g = (k)= .l )
1 . loglx| .1
= lim =1 = —0)=— lim f(x)= lim ——=1lim ==0
xl—g)]* X Og|X| (+ OO)( OO) x € xl)rpoo (X) XLrPoo X XLTOO X

il grafico di f ha due asintoti: la retta di equazione y = 0 asintoto orizzontale a sinistra e a destra e la
retta di equazione X = 0 asintoto verticale a sinistra e a destra.

Essendo:
f'(x)=D loghx| _1- Iozg|x| se xe R—{0}
X X
e:
1—log|x|
f'(x)>0e ———>0<1-loglx >0 < log|x| <1=loge <> 0 <|x <e <> xe }-e,0[U]0,¢

X



1—log|x|
f'(x)=0< = =0<1-logX =0« log|x =1=loge < |X=e<x=—e 0 x=¢
f'(x)<0< xe ]— oo,O[U ]0,+oo[— ([— e,O[U ]0, e]) = ]— oo,—e[U ]e,+oo[
quindi f & strettamente crescente in [— e,O[ ed in ]O e], e strettamente decrescente in } oo,—e] edin
[e,+oo[, ha in —€e un punto di minimo relativo proprio ed in e un punto di massimo relativo proprio

ed essendo f(—e)=—1/e ed f(e)=1/e il grafico di f passa per i punti (—e,—1/e) ed (e,1/e).
Risultando infine:
1-log)x| - x —2x(1— Iog|x|) 2log|x| -3

- 4 3

= V —_
= " - x e R—{0}

f"(x)=D

e:
2log|x| -3

f"(x)> 0o ——1">0<(x<0 e 2logx-3<0) o (x>0 e 2log[x -3>0) =
X

<:>(x<0 e Iog|x|<3/2=|og\/e—3)o (x>0 e Iog|x|>3/2=IogJe—3)@xGJ~Je_3,0[U}Je7,+w[

2log|x| -3

1‘”(x):0<:>—3:0<:>2Iog|x|—3:0<:>Iog|x|=3/2=|og\/e_3<:>|x|:\/e_3<:>x:_\/e_3 0
X

x =+e°

£7(x)<0 < x & oo, 0[U 0.+ - (- Ve | UNE™ 4] )= |- oo—ve? | b |

e pertanto f & strettamente convessa in l— \/e_3 ,Ol ed in l\/g ,+ool, e strettamente concava in
J—OO,—\/e_sJ ed in b\/gJ ed ha due punti di flesso proprio in —\/6_3 ed in \/6_3 ed essendo
f(—\/e—3)=—3/2\/§ ed f(\/e—3):3/2\/e_3 il grafico di f passa per i punti (—\/g,—B/Z\/e—S) e
(Ve 3/2+eF )

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

40 (e0) (10) //\ -
\/ 10)  (0) (JF o)

e quindi dedurre che:
f(R-10))= f(}-oo0DU F(0+oc]) = F-Ye, v U0 1/e] =R, f(}-oo-e])=[-Ye,0] |
f([~e,0))= =[-Ve,+, f(Jo,e])=],1/e]ed f([e+od)=[1/e,0[, f non & biunivoca, la
restrizione di f a ]»oo,—e] e biunivoca su [—Zl/e,O[, la restrizione di f a [—e,O[ e biunivoca su
[—]/e,+oo[, la restrizione di f a ]O,e] e biunivoca su ]—oo,]/e] e la restrizione di f a [e,+oo[ e
biunivoca su [1/e,0[.



OSSERVAZIONE. Essendo f(-x)= iIog|— x| = —Elog|x| =—f(x), la funzione f & dispari e
—X X

quindi avremmo potuto tracciare il grafico G della restrizione di f a ]O,+oo[ e quindi completare il
grafico di f aggiungendo a G la curva G’ simmetrica di G rispetto all’origine.

4. Essendo g continua e derivabile in [0,1] , per completare le ipotesi del Teorema di Rolle, deve essere
1 1 1 1 6
0)=gl)e==k+2+-=k==--2-—<=k=—.
0(0)-9t) = 3 Sok=g-2-sek=—

5. Essendo p( ):Iog(X2+2) del tipo g’(x)f(x) si procede integrando per parte, quindi

Ig dx = f g j f per cui essendo g(x) =X si ha
X“+2-2
_[Iog x2 + 2)dx = xlog(x2 +2 —2j N dx = xlog(x2 + 2)_2jﬁd =
1
2
= xlog(x2 +2)—ZU iz i;dx—zjx > dx] = xlog(x +2) 2x+2\/_.[( x\/_ 1dx:
=+
%)
=X |Og(X2 + 2)— 2X + 2\/§arctg % . Pertanto I’equazione della tangente sulla primitiva, nel punto 1 &
= P'(1)(x 1)+ P(1), ovvero y = log3(x —1)+log3—2 + 2+/2arctg %
6. Data la f(xy)=x>—x2y? +x* il SUo gradiente

VE(x,y)=[f,(x y) f,(x y)]= [3x2 = 2xy? + 2x,-2x?y| . gli eventuali punti stazionari, sono dati
3x® — 2xy? +2x=0_{3x2 —2xy* +2x=0

, € nella prima si ottiene
—2x°y =0 y=0

dalle soluzioni del sistema {

2
3x* +2x =0 <> X(3x+2)=0 le cui soluzioni sono x=0¢e X = 3 quindi i due punti stazionari

sono (0,0) e (—g,oj . per poterli classificare dobbiamo calcolare il determinante Hessiano, per cui

fo(Xy)=6x=2y?+2, f (xy)=-2x*, f (xy)=—4xy e f, (xy)=—4xy , per cui

3

2
quanto fxx(—g OJ:G( gj+2:—2 , fw[_g,o):_zt_gj :_§ e
3 3 3 3 9
2

,Oj & di massimo ed il

2 1
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Traccia B



Calcolare il seguente |im (JXZ +2 —+J2x2 _1), e verificare che sia corretto.

X—>+00

tg_x SEX€:|—£,O{
X 2

0 sex=0
. T
Data la funzione h: x e } > E{ —> < arcsenx

, dire se esistono dei punti di
sex e A
senx

2x—z SeXe{l,z{
2 2

discontinuita e classificarli.
Studiare la funzione x — f(x)=log|x|/x”, e tracciarne approssimativamente il grafico.

. 2 1 . . . . . .
Data la funzione g: X e [0,1]—> hx +X—§, dire, per quali valori del parametro h soddisfa le ipotesi
del Teorema di Rolle.

Data la funzione p(x) = Iog(x2 + \/E) calcolare, per parte, una primitiva P, e riportare I’equazione
della tangente sulla primitiva P, nel punto 1.

Data la funzione f(x,y)=x®+x?y? —x?, determinare il suo gradiente, eventuali punti stazionari e
classificarli. (A.A. 2016/2017)

Svolgimento - Traccia B

Essendo lim (\/x2 +2 —+J2x° —l): lim (|x| 1+£2 —|x| 2—%) =
X—>+00 X—>+00| X

X

lim |x|(\/1+32 -\/2—%] = 1im |x| lim [\/u% -\/2—)(—12] = 1im XL~ v2)= —o0. Per cui si

X—>+00 X X X—>+00 X—>+0 X X—>+00

ha |x|(1—\/§)< —s o —|x|(\/§—1)< —e o |x|(\/§ —1)> £ X>

£
———, in quanto stiamo facendo
v2-1

il limite per x che tende a piu infinito, e posto J = , abbiamo individuato un intorno di piu

&
J2-1

infinito.
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2. Essendo h:Xxe |-—,=| — < arcsenx , Si osserva che h(0)= 0,ed lim o =1 cosi
2'2 sexe 0] -0 X
senx
Va Vs
2X—— sexel|l—
2 2
. arcsenx . (arcsenx x . arcsenx .. 1 )
come lim = lim —— |=lim lim =1 per cui nel punto 0, la
x=0"  Senx x—0* X senx x—0* X x—0" SeNnXx

X

T
ed essendo

, o 4-
funzione ha un punto di discontinuita eliminabile. Mentre, essendo h(l):

x>1" Senx 2senl X1
prima specie.

. arcsenx s . T 4—r . . T,
lim = ed Ilm(ZX—Ejo, la funzione ha nel punto 1, una discontinuita di

3. Data la funzione: x — f(x)=log|x|/x .
L’insieme di definizione della funzione f é: {X eR,x# 0}2 R- {0}: ]—oo,O[U ]0,+oo[ e pertanto
e:

. izlog(— x) se xe]-o,0[
f:xeR-{0}—> — log]x| =%
F 0g X se Xe U+
e risultando:

f(x)>0<:>izlog|x|>0<:>Iog|x|>0=|oglc>|x|>1<:>x>1 e x<-le
X

&S Xe ]—oo,—l[U ]].,+oo[

f(x)=0<:>izlog|x|=0<:>Iog|x|=0=|ogl<:>|x|=1<:>x:—1 0x=1
X

f(x)<0 < x e |oo,0[U 0,40 - ([~ o0, U[L+) = -1,0[U Jo A

il grafico di f si trova al di sopra dell’asse delle x in J-o0,~1[ ed in JL+oc[, si trova al di sotto
dell’asse delle x in ]-1,0[ ed in J0[, ha in comune con gli assi i punti (—1, f(~1))=(~10) e
(4, f(1)) = (1,0) ed essendo:

lim £ (x)= lim '°f!x| - lei =0 . lim f(x)= Xllryx—lzlog|x| = (+-o0)(=o0) = —o0

|
im = log|x| = (+ ) —o0) = —o0 e lim (x)= lim 092|X| _lim -0

—0" X X—>+00 X—+0 Y X—>+00 2X2

lim f(x)= = |

x—0*

il grafico di f ha due asintoti: la retta di equazione y = 0 asintoto orizzontale a sinistra e a destra e la

retta di equazione X = 0 asintoto verticale a sinistra e a destra.
Essendo:

1
log|x| ;Xz —2xlog|x _ 1-2log|x
da -

4 3

R-1{0
» - - se xe R—{0}

f'(x)=D

e:



1-2log|x|

f'(x)>0e ——""1>0(1-2log)x >0 e x>0) o (L—2log[x <0 e x<0)<
X

1 1
<:>£Iog|x|<%:loge2 e x>0}o [Iog|x|>—%:—loge2 e x<0]<:>

<:>[|x|<e; e x>OJ 0 (|x|>—e; e X<O]C>X€]»OO,—\/E[U}),\/E[

1-2I 1 1
f’(x):0<:>$|x|:O<:>1—2Iog|x|:O<:>Iog|x|:%zloge2 =2 ox=-Je 0 x=+e
X

£/(x) <0 & xe Foo,0{ UJored] - (|- oo~V Ju b ve )= |- Ve,0lU e 4|

quindi f é strettamente crescente in J—oo,—\/g [ ed in b\/g l & strettamente decrescente in J—\/E ,0[
ed in e,+oo[, ha in —+/e un punto di massimo relativo proprio ed in Je un punto di massimo
relativo proprio ed essendo f(—\/g):]/Ze ed f(\/g):l/Ze il grafico di f passa per i punti

(— \/E,l/Ze) ed (\/E,]/Ze). Quindi i punti trovati risultano di massimo assoluti.
Risultando infine:

2.3 _ay2
f”(x)=D1_2XISOg|X|= ;x 3xX6+6x |09|X|:6|ogi|z<|_5 vXeR—{o}
e:
f”(x)>0<:>%>0<:>6Iog|x|—5>0<:>Iog|x|>%<:>|x|>e2<:>
e O}
£"(x) 0@%=0@6log|x|—5=0<:>Iog|x|=5/6=|og‘i/e—5<:>|x|=§/e—5c>x=_§/e_50

x=4e*
f"(x) <0< x € }-o0,0[U J0,+0o - (_I‘OO’_Q/e_SJU lf‘j/e_s’+oo|.): J»Q/e_?’,OlU bﬁ/e—S[

e pertanto f e strettamente convessa in J»OO,—Q/G—S[ ed in }‘i/e?,+oo[, ¢ strettamente concava in
J~6\/§,Ol ed in b‘i/e_sl ed ha due punti di flesso proprio in —%/e® ed in §/e° ed essendo
f(—i/e—s): 5/6%/6—5 ed f(§/6—5)=5/6§/e—5 il grafico di f passa per i punti (—E{/e—5,5/6§/e—5) e
[§/e° 5/6%/e° ).

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:
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e quindi dedurre che:

f(R-{0)= F(Foo0DU f (04 = Foo 6% | . (oo )=Doay2e]
f(l \/_O[Ub \/_J) |- o01/2¢e], f([\/_ +ooD 10,1/2¢], f non & biunivoca, la restrizione di f a
J—oo,—\/_J & biunivoca su [0,1/2e], la restrizione di f a [— \/_,O[ & biunivoca su J-o0,1/2¢], cosi

come la restrizione di f a b\/EJ e biunivoca su ]»oo,l/Ze] e la restrizione di f a l\/€,+@l e
biunivoca su ]0,1/2e].

OSSERVAZIONE. Essendo f (- x)=ﬁlog|— X| =izlog|x| = f(x), la funzione f & pari e
— X X

quindi avremmo potuto tracciare il grafico G della restrizione di f a ]O,+oo[ e quindi completare il

grafico di f aggiungendo a G la curva G’ simmetrica di G rispetto alla retta X =0.

4. Essendo g continua e derivabile in [0,1] , per completare le ipotesi del Teorema di Rolle, deve essere

1 1 3

0(0)=gl) & —3 =h+1-Zeh=—2-L+ eh=-2

[a'(x)

= .
3 3

Essendo p( ) Iog(x2 +\/_) del tipo g’( )f( )si procede integrando per parte, quindi

x)dx = f(x jf x)dx per cui essendo g(x)= X si ha

jlog(x2+\/§)dx:xIOg(X2 +\/§)—2J.2X—dx=xlog(x2+\/§)_gj'x ++/2 - \/_ _

:xlog(x2+\/§)— jx i \/_dx xlog(x +\/_) (IX +\/_ \/Ej

_xlog(x +\/_) 2x+2\/_j

X% +/2

2 WA mdxj:

1
dx = xlog(x2 + \/E)— 2X + ZWILZde =
X

i2

x+\/—



X
= xlog (X2 + \/5 )— 2X + 2‘{/§arctg = Pertanto 1’equazione della tangente sulla primitiva, nel punto

2
1¢ y=P[1)x-1)+P(), ovvero y = Iog(1+ \/EXX ~1)+ Iog(1+ \/5)— 2+ 24/2arctg %

Datala f(x,y)=x>+x’y®—x? il suo gradiente

vE(x,y)=[f,(x y) f,(x, y)|=[3x2 + 2xy? — 2x,2xy| . gli eventuali punti stazionari, sono dati
3x*+2xy® —2x=0 [3x* +2xy* -2x=0

2x?y =0 - {y =0

dalle soluzioni del sistema { , e nella prima si ottiene

2
3x? —2x =0 x(3x—2)=0 le cui soluzioni sono x=0¢e X = 3+ Quindi i due punti stazionari

sono (0,0) e (goj . per poterli classificare dobbiamo calcolare il determinante Hessiano, per cui

(X y)=6x+2y* =2, f (x,y)=2x, f (x,y)=4xy e f,(x y)=4xy  per cui

_E in quanto
9 q

2
H| f (0,0) =0, pertanto per tale punto non possiamo dire nulla, mentre, H ‘ f (g,Oj

N R

. . . (2 . X
conseguentemente il punto stazionario (50 € di minimo ed il suo valore e

ERORE R



