Matematica per I’Economia (A-K) e Matematica Generale — 13 luglio 2016
(prof. Bisceglia)

traccia A

1. Calcolare la primitiva P della funzione p, e scrivere I’equazione della retta tangente a P in — 2

3x-1
p:XxeR—>—
2X°+5
2. Calcolare il seguente limite
X2
lim

x> [5x2 1 _\Jox? 42

3. Studiare la seguente funzione e tracciarne approssimativamente il grafico:

2
x — f(x)=arctg i+ X2

4. Per quali valori del parametro h la funzione:

. log, (x+1)+3""x e Jo]
jixeps]- {cos(x ~1)+h  xels]

soddisfa le ipotesi dei Teoremi di BOLZANO e di WEIERSTRASS.

5. Data la funzione:

sen x/x x e J-o0,0
0 x=0
00 xR |27 x/senx x e 0]
2x—2 x e [1,3]
2 Xe]3,+oo[ﬂQ
1 x e B+o[N(R-Q)

dire quali sono i suoi punti di discontinuita e classificarli

N.B. Non si possono usare, pena I’annullamento della prova:

1) calcolatrici, cellulari ed appunti vari.

2) Non si accettano elaborati scritti a matita.

3) Va consegnato solo il foglio di bella e la traccia compilata nel riquadro.

Cognome Nome Matricola Firma




Matematica per I’Economia (A-K) e Matematica Generale — 13 luglio 2016
(prof. Bisceglia)

traccia B

1. Calcolare la primitiva P della funzione p, e scrivere 1’equazione della retta tangente a P in —1

3x—-2
p:XxeR—>———
4X° —4X+5
2. Calcolare il seguente limite
. 2x?
lim

o Jox2 —2 —[3x% +1

3. Studiare la seguente funzione e tracciarne approssimativamente il grafico:
1+
x — f(x)=arccotg =,
1-x
4. Per quali valori del parametro h la funzione:

log, (x+1)+3""x e[01]U {45}

j:xefo3Ju 45)—> {COS(X ~1)+h X€ ]]-3]

soddisfa le ipotesi dei Teoremi di BOLZANO e di WEIERSTRASS.

5. Data la funzione:

arctg x/x xe oo,
2 x=0
0:xeR o tg x/arctgx ~ xe 0]
3x-3 x € [1,3]
2 Xe]3,+oo[ﬂ(R—Q)
1 Xe ]3,+oo[ﬂQ

dire quali sono i suoi punti di discontinuita e classificarli

N.B. Non si possono usare, pena I’annullamento della prova:

1) calcolatrici, cellulari ed appunti vari.

2) Non si accettano elaborati scritti a matita.

3) Va consegnato solo il foglio di bella e la traccia compilata nel riquadro.

Cognome Nome Matricola Firma




Svolgimento prova scritta del 13 luglio 2016 traccia A

1. Una primitiva della funzione assegnata é data dal seguente integrale:

3x-1

I >——aX

2X°+5
pertanto tenendo conto che 3)(2_1 = EX -— e che D(2X2+5):4X si puo scrivere

2x°+5 2x°+5 2x°+5
3x-1 3 4x 1 3x-1 3 4x
=— - uindi dX=—|———dx— dx , quindi per questo

2x2+5 42X’ +5 2X°+5 | I2x2+5 4-[2x2+5 J.2x2+5 Auine perd

secondo integrale essendo il delta di 2x% +5 pari a A = —40 ricordando che

2x% +5= 2( 40) ZH\/—XJ +1JE quindi il secondo integrale diventa

16 J5
I 7 . 5\/—_[ \/_/\/— dx infine abbiamo
X
[[@] JZ [MEH
I23XX2 = dx——Iog‘Zx +5‘—Earctg {/—EX

La retta tangente Y = P'(— 2)(X + 2)+ P(— 2) &

~242
T

7 3 1
=——(x+2)+—logl3—
y=-35(x+2)+7log N

arctgy

X2

2. Dato il seguente limite, lim si ha
o [Bx? —1 —4/9x? +2

2
lim I|m .OVVEro

X2
= JBx? —1—/9x2 +2 wa|\/5__| |\/ 2 - \/_H_“’|X|

1
e

3. Datalafunzione X = f(X):

L’insieme dei valori della funzione f & incluso in arctg(R)= |- /2, 7/2[, quindi f & limitata e pertanto il

grafico di f pud avere solo asintoti orizzontali.
Ricordando che la funzione arcotangente € definita in R, I’insieme di definizione di f coincide con I’insieme di

definizione di X — (1+ XZ)/(].—XZ) e quindi I'insieme di definizione di f é: {XE R,l—X2 730} ed
essendo 1-x¥* 20
ox*zloxz-le xzleoxeR-{-11}= o ~JU LU L+ &



1+ x?
f:xe oo~ U1 U 1L+ — arctg e
—X
e risultando:

+ X2 1+ x?
5 >0
—X 1—x?

2

1‘(x)>0<:>arctg1 >0=1-x*>0ex* -1<0e xe |11,

1+ x?

f(x)= 0 arctg L1+x =0 =0c1+x*=0xed

—x?

1-
(0«0 x e F oo UL U B}l U]

il grafico di f ¢ al di sopra dell’asse delle x in ]— 1,1[, ¢ al di sotto dell’asse delle x in ]» OO,—l[ ed in ]].,-i—oo[
ed ha in comune con gli assi il punto (0, f(0)) = (0,arctgl) = (0, z/4) ed essendo:

2 i+1

lim f(x)= lim arctg 14X lim arctg X

X—>—00 X—>—00 1-— X X—>—00

=arctg(-1) = —7/4,

i
. . 1+ x?
lim f(x)= lim arctg =——,

x—-1 x—-1" 1—X

= lim arctgy =-17/2,
y—>—0
2

lim f(x)=lim arctg X _ lim arctgy = /2,
y—>+o0

x—>—1* x—>-1* — X

2
lim f(x)= lim arctg X _ lim arctgy = /2,
y—>+o0

x—=1 x—1 1—x?

2

lim f(x)= lim arctg X _limarctgy = -7z/2
y—>—oo

x—1t x—1" 1—x?
2 i +1
lim f(x)= lim arctg = lim arctg X—— = arctg(-1)= - 7/4
X—>+00 X—>+00 1— X X—>+00 = _1
X

il grafico di f ha un solo asintoto: la retta di equazione Yy = —72'/4 asintoto orizzontale a sinistra e a destra.

Essendo:
2 2
gy P B
1+ —4

(1—x2)2

ef '(x)>0= xe oo~ IUFL UL+ e x>0 < xe AU L+
f'(x)=0=xe oo~ lUF1L UL+ e x=0=x=0
t'(x) <0 xe oo~ U 1A U te - [02[U Lo = Foo-1{U }1.0]

f & strettamente crescente in ]0,1[ ed in ]1,+oo[, e strettamente decrescente in ]— oo,—].[ ed in ]—1,0[ e quindi
zero € un punto di minimo relativo proprio per f.




Risultando infine:

2X 1+x* —4x3-x 1-3x*
f"(x)=D =2 =2 se xe oo, U 1 U L+
(=0 2 =o R b U]
e:
f'(x)>0=x=z-lex#l e 1-3x*>0ox=-1lex=l e (l+\/§XZX1—\/§x2)<
<0 xz-le x=1 e 3xP—1<0e x=-1le x#1 e

xe |1/43 Y43 = x < | 143 1473

f'(x)=0e=x#-1le x=lel-3x*=0=x=-1/43 0 x=1/4/3

£(x) <0 & x € J-oo - U 11U oo ~ |- Y/4/3, /453 = J- 0,1 U | 1-1/4/3|U /43 4| U B o]
f & strettamente convessa in [—]/‘{/é,]/‘{/éJ ¢ strettamente concava in ]—oo,—]{, in J~1,—]/‘{/§l in

Al edin [L,4o0] e — e sono due punti di flesso proprio per f ed il grafico di f passa per i
431 3 e 1/4/3
punti

Cy4a, f(-y43)- (_m,arctg 1+1/43 ] _(4/453,arciglo+3) e (43, £{43)- /453, arcg

1-1/43

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

L) ]
|‘\

L1445, f-1/46)) \
|

e quindi dedurre che:

tR-{-11)=Fr/2-n/4Ulz/4,7/2[ . f(}Foo-2])= (o) =|7/2,-7/4]
f(J-1,0])= f([04)= [#/4,7/2[, f non & biunivoca, le restrizioni di f a J-o0,—1 ed a JL,+-oc sono
entrambe biunivoche su ]—72'/2,—7z/4[, le restrizioni di f a ]—1,0] ed a [0,1[ sono entrambe biunivoche su

[72'/4,72'/2[.

OSSERVAZIONE. E immediato rendersi conto che f & una funzione pari quindi avremmo potuto limitarci a

tracciare il grafico G della restrizione di f a [O,].[U ]1,+oo[ e completare il grafico di f unendo a G la curva



G’ simmetrica di G rispetto all’asse delle X.

4. Tale funzione:

. log, (x+1)+3" " x e Jo]
j:xeps]- {cos(x ~1)+h  xels]

j ¢ continua in J05]-{l} e risutando  j()=log,2+9=10 , lim j(x)=

x—1"

= Iinlj(logz(1+ x)+3x2*1)= log,2+9=10 e lim j(x)= lim cos(x—1)+h=cos0=1+h la funzione j ¢

continua se j(1)=1+h<10=1+h<>h=9, in tal caso j soddisfa alle ipotesi dei teoremi di BOLZANO, ma
non soddisfa alle ipotesi dei teoremi di WEIERSTRASS.

5.
sen x/x x e |-o0,0
0 x=0
_ arcsenx/senx x e 0,1 ‘ B
La funzione g:XeR — e composta da funzioni continue,
2x—2 x e[L,3]
2 Xe ]3,+00[ﬂ Q
1 x e B4+o[N(R-Q)

quindi & continua in J-o0,0[U 0 ATUL3[.

. . Senx . . arcsenx ,. arcsenx 1
Essendo g(0)=0, lim g(x)=lim == =1 lim g(x)= lim =——— = lim X =1
X—0~ x—0" X x—0* x—0"  Senx x—0* X senx

X
e Iirr(} g(X)zl;t 0= g(O) quindi f ha in zero un punto di discontinuita eliminabile.
X—>

. . arcsenx . .
Essendo g(1)=0, lim g(x)=lim =—" & lim g(x)=1im(2x—2)=0 f ha in uno un
x—1" x-1" Senx 2senl x—1* x—1*
punto di discontinuita di prima specie.

Se X, ¢ un elemento di [3,+od| & |im+g[3y+w[nQ(x)= lim2=2c¢e |im+g[3'+w[ﬂ(R7Q)(x)= lim1=1,

X—Xo " X—Xo "
quindi possiamo asserire che non esiste il lim g(X) e pertanto g ha in ogni elemento X, di [3,+oo[ un punto di
X—>Xo"

discontinuita di seconda specie..



Svolgimento prova scritta del 13 luglio 2016 traccia B

1. Una primitiva della funzione assegnata & data dal seguente integrale:

3X—-2
S —a ™
4X° —4x+5
pertanto tenendo conto che 23)(_2 =— 3x -— 2 e che D(4X2 —4X+5)=8X—4 si
4x° —4x+5 4x° —-4x+5 4x°—-4x+5
L 3x—-2 3 8x—-4+4 2 .
puo scrivere = quindi

AX2 —4X+5 84x2—4x+5 4x2—4x+5
3x—2 3, 8x—4 3 4

j X = jz—dx+— _ -

4x° —4x+5 84x° —4x+5 4x°—4x+5

A2 —4x+5 8

dx , quindi per questo secondo

1

42—45dx essendo il delta di 4X? —4X+5 pari aA = —64 ricordando che
X" —4X+

) 1
integrale — EI

2
4% —4x+5= 4((X —%j +1J quindi il secondo integrale diventa

_%I 1 . dX=—%J 1 —dx infine abbiamo
A (ZX—lj 1 1+[2x—1)
2 2
.[zsx—_zdx =§Iog‘4x2 —4x+5‘—larctg 2x-1
4x* —4x+5 8 8 2

La retta tangente y = P'(—1)(x +1)+ P(~1) &:

5 3 1 -3
=——(X+1)+—-logl3—-=arctg —.
y =5 (x+1)+35logl3—carclg—

. o 2x? .
2. Dato il sequente limite, lim si ha
o= J6x2 —2 —/3x% +1
lim 2x° = lim 2x° = 2 lim X—2 OVVero
X—>—00 2 o 2 X—>—00 _ X——0 | X I
V6xZ -2 —3x2 +1 |X|\/6_x22 _|X|\/3+x12 V6 /35|

o0

1 imp =t (re)=+
B 63

1+ x2

3. Datalafunzione X — f(x)=arccot g=——;

1-x
L’insieme dei valori della funzione f € incluso in arccot g(R)z ]0, 7[[, quindi f & limitata e pertanto il

grafico di f pud avere solo asintoti orizzontali.
Ricordando che la funzione arccotangente € definita in R, I’insieme di definizione di f coincide con I’insieme

di definizione di X — (L+ X* )/(1—X?) ¢ quindi Vinsieme di definizione di f & {X & R1—x? # 0] ed

essendo 1-x* 20



ox’zloxz-le xzleoxeR-{-11}= o ~JU}1JU L+ &

1+x?
1-x2

f:xe oo, ~U}110U L+ — arccot g

e risultando:

- Xj >0 xe oo ~JURL U Lo,

1-x

2
1+X2 =0 xed
—X

f(x)>0<« arccotg

f(x)=0 < arccotg

f(x)<0=xed

il grafico di f & sempre nel suo insieme di definizione al di sopra dell’asse delle x ed ha in comune con gli assi

il punto (0, f(0))=(0,arccot g1)=(0,z/4) ed essendo:

1+x° %Jrl
lim f(x)= lim arccotg=——; = lim arctg Xl =arccot g(-1)=37/4,
X—>—00 X—>—00 — X—>—00
1-x =1
X

. . 1+x° .

lim f(x)= lim arccotg=—— = lim arccotgy ==,
x—>-1" x—-1" 1—X y—>—0

. . 1+x> .

lim f(x)= lim arccotg>—— = lim arccotgy =0,
x—-1* x—-1* 1—X y—>+o0

: . 1+x> .

lim f(x)=lim arccot g = = lim arccotgy =0,
X—1" x—1" 1—X y—>+o0

. . 1+x°

lim f(x)=lim arccot g = = lim arccotgy =7 e
x—1* x—1+ 1-X y——o0

1
_ _ 1ex? 2t
lim f(x)= lim arccot g = = lim arccotg I =arccot g(—1)=37/4
X—>+00 X—>+00 1—X X—>+00 . 1
X

il grafico di f ha un solo asintoto: la retta di equazione Yy = 37[/4 asintoto orizzontale a sinistra e a destra.

Essendo:

e~ X)) g o
f()_ (1+X2)2 (1—X2)2 - 1+ x4 ]_ ! 1[U]_1'1[U]1’ [

| 1+ (1_)(2)2
f'(x)>0= xe o~ IUFL UL+ e x<0= xe oo, ~1[U]-1,0[

f'(x)=0=xe oo~ UF1L UL+ e x=0=x=0
f'(x)<0< xe oo —U 11U 4o - |- oo,~{U-1,0]= ] U L+

f & strettamente crescente in ]»oo,—l[ ed in ]»1,0[, ¢ strettamente decrescente in ]0,1[ ed in ]1,+oo[e quindi
zero € un punto di massimo relativo proprio per f.




Risultando infine:

2X 1+ x4 —4x3-x 1-3x*
f"(x)=D - =-2 =2 se Xe oo~ U 11U L+
(=0 =2 el b AU L

e

f'(x)>0=xz-1lexzl e 3X'-1>0<x=-1lexzl e (\/§X2+1X\/§X2—1)>0
oxz-le x#zled3x? -1>0x=-1¢e x#1le XG]—oo,—]/‘{/é,]/“\/g,Jroo[—{—l,l}
f(x)=0e=x%-1le x=lel-3x*=0=x=-1/43 0 x=1/4/3
f”(x)<0<:>XGJ—]/4\/§,J/4x/§[

f e strettamente convessa in ]— oo,—]{, in J~1,—]/ 4\/§l in J]/‘{/g ,1[ edin ]1,+oo[, e strettamente concava in
[—]/‘{/é,l/%J e —]/‘{/5 e 1/4\/§ sono due punti di flesso proprio per f ed il grafico di f passa per i punti
Ly, f(_m)):[-m,arccmg fﬁjz(_m,amcotg(zm)) :
(/4/3, t0/4/3))= /43, arccot g2+ 3)).

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

5, A5

l
-L0)
|

wh

e quindi dedurre che:

f(R-{-11))=[0.7/4]U[37/4.7]. (-oo~1])= f (o) =B7/4. 2], f(}10])= f((0a])=
]0, 7z/4] f non e biunivoca, le restrizioni di f a ]—oo,—l[ ed a ]1,+oo[ sono entrambe biunivoche su

Bz/4, 7], te restrizioni di fa |-1,0] ed a [0,1] sono entrambe biunivoche su ]0, z/4].

OSSERVAZIONE. E immediato rendersi conto che f & una funzione pari quindi avremmo potuto limitarci a
tracciare il grafico G della restrizione di f a [O,].[U ]1,+oo[ e completare il grafico di f unendo a G la curva

G’ simmetrica di G rispetto all’asse delle x.



4. Tale funzione:

log, (x+1)+3* " x e[01]U {4,5}

cos(x-1)+h  xel 3]

i ¢ continua in [03]U{45}-{1} e risutando j(1)=log,2+9=10 , lim j(x)=

x—1"

jixe [0,3]U{4,5}—>{

= lim(log, (1+x)+3")=log,2+9=10 e lim j(x)=limcos(x~1)+h=cos0=1+h Ia

funzione | & continua se j(1)=1+ h<10=1+h<h=9, in tal caso j comungue non soddisfa alle
ipotesi dei teoremi di BOLZANO, ma soddisfa alle ipotesi dei teoremi di WEIERSTRASS.

5.
arctg x/x xe oo,
2 x=0
_ tg x/arctgx xe o] ‘ -
La funzione g:XeR — e composta da funzioni continue,

3x-3 x e [1,3]
2 x e B+ N(R-Q)
1 Xe ]3,+oo[ﬂ Q

quindi & continua in J-o0,0[U 0. IUIL3[.

. . arctgx . . tgx . 1gx 1
s 0(0)=2. fim g(x)= lim =8 =1 e iy o= iy 220 = i S g

X
X

lim g(x)=1¢ 2= g(O) quindi g ha in zero un punto di discontinuita eliminabile.

x—0

Essendo g(l)z 0, )I(I_T g(X): )I(I_T a:gtxgx = :32 = 45?1 e )I(I_T a(x)= )I(i_r)[l(Sx—3)= 0 g hain uno un

punto di discontinuita di prima specie.
Se X, ¢ un elemento di [3,+od[ & lim g[3+w[ﬂQ(X)= iml=1e lim g[3+oo[ﬁ(R—Q)(X)= lim2=2,
X—%o" ’ X—%o" X—%y" ’ X—%y"

quindi possiamo asserire che non esiste il Iim+ g(X) e pertanto g ha in ogni elemento X, di [3,+oo[ un punto di

X—Xg

discontinuita di seconda specie.



