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Traccia A

XZ

Calcolare il seguente lim , e verificare che sia corretto.

o0 [5x4 x—1—JIX2 — X +2

arccot g ﬁ X € JL+oo

Data la funzione h: xe R — , individuare il punto di discontinuita e

et —x x e Fool]
classificarlo.

Studiare la funzione x — f (x) =-————, e tracciarne approssimativamente il grafico.

(logx)
1

Data la funzione g: x € {1,2,3}U[5,7] — senx +e*arctg =, dire se soddisfa alle ipotesi del Teorema di
X

Bolzano e/o di Weierstrass.

Data la funzione p(x)= (x2 + 2x)e2x , calcolare la primitiva P tale che P(0)=1 e scrivere I’equazione
della tangente sulla primitiva P, nel punto 1.

Data la funzione f(x,y)=x®—x?y? +x?, determinare il suo gradiente, eventuali punti stazionari e
classificarli. (A.A. 2016/2017).

Svolgimento - Traccia A

2 2
Essendo lim X = lim X . Oowvero
= [5x4 X =1 —/9X? — X+ 2 H‘°"|X|\/5+1_1_|X|\/9_1+2
X X X X
) NG 1. 1
lim = lim [X| = —=——(+00)=—00 quindi. Per cui si ha
X—>—00 1 1 1 2 \/§—3X9—°°| | \/§—3( )
IX| 5+>- —9-=+5
X X X X

|x|ﬁ<—g<:>ﬁ<—g<:>x<—g(3—\/§), e quindi posto 5=8(3—\/§), abbiamo

individuato un intorno di meno infinito.

h ¢ continua in R—{l} e risultando h()=0 e limh(x)=lim(e*—x)=0, mentre per il

x—1" x—1"

lim h(x) = lim ar cot g % essendo lim = —o0, si ha limarcotg L Jim arcot gy=rx
x—1" x—1" — X

x-»1" 1 — X x—1* —X Yo

pertanto la funzione h ha in uno un punto di discontinuita di prima specie.

X

(logx)*
L’insieme di definizione della funzione f é: {Xe R,x>0e |OgX¢0} ed essendo x>0 e

3. Datalafunzione: x — f(x)=



logx#0=logle x>0 e x#1e xe 0,40 — L} = P UL+ &:

f :x e AU+ — x/(log x)*
e risultando:
f(x)>0< x/(logx)’ >0 xe PAU L+, f(x)=0= f(X)<0=>xed
il grafico di f ¢ al di sopra dell’asse delle x in ]0,1[ edin ]1,+oo[, non ha punti in comune con gli assi
ed essendo:

lim £ (x)=lim x/(logx)’ =0, lim £ (x) = lim x/(logx)* = +c0, lim f(x)= lim x/(logx)’ =

X—>+00 X—>+o0

= lim x/2log x = lim x/2 =+ e lim f(x)/x = lim 2/(logx)* =0

X—>+0

il grafico di f ha un solo asintoto: la retta di equazione X =1 asintoto verticale a sinistra e a destra.
Essendo:

, X (logx)* —x2log x/x _ logx -2
f'(x)=D = = se xe 04U L+
) (log x)* (log x)* (log x)* e palU e
e:
, logx—2
f'(x)>0< logx) >0<(logx—2>0 e logx>0) o (logx—2<0 e logx<0) <=
< logx>2=Iloge® o Iogx<0:Iogl<:>XG]O,]{U]ez,+oo[
f’(x)=0<:>|(olgL)3=0<:>x¢le logx—2=0<x=1e logx=2=loge’ < x=¢’
0g X

£(x) <0 x € PA[U R+ - (Joa[U[e? o) = he?]
quindi f & strettamente crescente in ]0,1[ ed in [e2,+oo[, e strettamente decrescente in ]l,ez], e? aun
punto di minimo relativo proprio per f e il grafico di f passa per il punto (ez, f (e2 )): (62,62/4).

Risultando infine:

£7(x)= D logx—2 _ (log x)* /x —(log x—2)3(log x)* /x _ 2(3—log x) se e pAU N1

(log x)’ (log x)° x(log x)*

e:

, 2(3-log x) s

i (x)>0<:>(l—)4>0c>x¢1e 3-logx>0<x=lelogx<3=loge® < x=1le 0<x<
x(log x

<e3<:>Xe]O,1[U]1,e3[,

f”(x)=0<:>2(3_—logj()=0<:>x¢le3—Iogx=0<:>x¢1e logx=3=loge® < x=¢°
x(log x)

£ <0 < xe PAUR+ - (0 UL * ] = 4]

e pertanto f & strettamente convessa in ]Ol[ ed in ]l e3], e strettamente concava in [e3 ,+oo[, e’ éun
punto di flesso proprio per f ed il grafico di f passa per il punto (es, f(eg))z (e3,e3/9).
Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:
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e quindi dedurre che:

fOAURL+oe))= oo . f0)=To+od . f(lLe?])= f(e?+od)=[e?/4, 40| , T non e
biunivoca, la restrizione di f a ]0,1] & biunivoca su J0,+od[ e le restrizione di f a ]l,ez] ed [e2 +oo[

sono entrambe biunivoche su [62/4,+oo[.

4. Essendo g evidentemente continua in quanto composta da funzioni continue. Soddisfa le ipotesi del
teorema di Weierstrass in quanto definita in {1,2,3}U[5,7] parte chiusa e limitata, ma non soddisfa
quelle del teorema di Bolzano in quanto {1,2,3}U[5,7] non € un intervallo.

5. Essendo p(x)=(x2+2x)e2X , integrando per parti si ha
J.(x +2x)e?dx = (X Je?*dx = (x2 +2x) > ;( j

er 1 e2x eZX
ovvero I(X2+2X)ezde:(X2+2X) % (2x+2) S |*C quindi

_[(x2 + 2x)ezxdx =

e®*( 1 1 5 I \
P(O):1<:>T - +c:lc>C:l+Zc>c:Z owero la  primitiva  cercata &

2X 1 2Xx
€ (xz + x——j+c per cui P(x)= € (xz + x—1)+c e quindi
2 2 2 2

e 1) 5 . Iy \
P(x): (XZ +X—§J+Z. Infine I’equazione della tangente sulla primitiva P, nel punto 1, é:

2
2
=P'(1(x-1)+P(1) = y = p(L)x—1)+ P(1) ovvero y = 3e*(x 1)+ %4—%) .
6. Data la f(xy)=x>—x?y? +x* il suo gradiente

Vi (x,y)= [fx(x, y) £, (x, y)]: [3x2 —2xy? +2X,-2x° y] . gli eventuali punti stazionari, sono dati
—2xy’? +2x:0_{3x2 —2xy? +2x=0

, € nella prima si ottiene
—2x’y =0 y=0

dalle soluzioni del sistema {

2
3x* +2x =0 <> X(3x+2)=0 le cui soluzioni sono x=0¢e X = 3 quindi i due punti stazionari

sono (0,0) e (—g,OJ . per poterli classificare dobbiamo calcolare il determinante Hessiano, per cui

fo(xy)=6x-2y*+2, f (xy)=-2x", f (xy)=—4xy e f, (xy)=—4xy , per cui



H| f (0,0] =0, pertanto per tale punto non possiamo dire nulla, mentre, H|f —E,O = E in quanto
3 9
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conseguentemente il punto stazionario (—5,0 ¢ di massimo ed il suo valore e

(-3 -5



