Matematica per I’Economia (A-K)
I Esonero — 20 dicembre 2019
(prof. Bisceglia)

Traccia A

2
: x“+1 sex<1l . .. TR P
Data la funzione f(x) = , individuare eventuali punti di discontinuita e classificarli e
3x—-1 sex=>1

verificare inoltre la sua derivabilita.

Data la funzione f(x)= arccot g(lj dire se soddisfa le ipotesi dei Teoremi di Weierstrass e di
X

Bolzano.

Studiare la funzione f (x) = arcsen(—j , @ tracciarne approssimativamente il grafico.

X
k 1
. : 1-10) . : a1
Data la matrice A=|1 0 | e lamatrice B = 0 2 -1 , riportare la matrice (A-B)™.
2 1

X

Data la funzione f (x) =e2, calcolare la primitiva P, passante per il punto (O,l).

Data la funzione utilita, U(x, y):xy, determinare [’eventuale punto estremante nel rispetto del

seguente vincolo, X +Yy =1.

Svolgimento - Traccia A

: x*+1 sex<1 .. . .
Data la funzione f(x)=1. =% definita Vx e R ; si osserva nel punto x =1, che
3x—-1 sex=1

f(1)=2, il lim f(x)=1lim(3x-1)=2 ed il lim f(x)=limx* +1=2= f(1); pertanto la
x—1* x—1" X—1" x—1"
funzione data non ha punti di discontinuita. Inoltre la sua funzione derivata prima risulta

2x sex<1 | . s .
f'(x)= 3 sy nq UEfinita VX e R verifichiamo quindi la derivabilita della funzione

nel punto di raccordo x =1, per cui deve 3lim )= 1%,) ()= f(x,)

X—Xg X_XO
2
fim X122y (DX D) fim(x+1)=2 ed lim 3172 _ _jim 3%=1) _
-1 x—=1 X1 X—=1 X1 -1t x=1 -1t X =1
la funzione non e dotata di derivata in Xx=1 e tale punto € un punto angoloso per la

funzione data.

= f'(x,)eR, ed essendo

3 ’



La funzione f(x)=arccot g(ij, definita Vx € R — {0} risulta continua nel suo insieme di
X
definizione, ma essendo questo |-o0,0[U J0,+od[, né un intervallo, né una parte di R chiusa e

limitata, la funzione assegnata non soddisfa le ipotesi dei due teoremi.

Data la funzione: f(x)= arcsen(lj .
X

Insieme di definizione:

IN

1
& VX e ]— oo,—l]U [1,+oo[
-1

, 1
Essendo una funzione arcoseno, deve essere — e [-11] <
X

X |k X |k
\Y4

pertanto X = |- o0,~1]U [L,+od[

Quindi tale funzione € definita VX ]—oo,—l]U [1,+oo[, ovvero

X

f: oo, ~1UL 4o — f(x)= arcsen(lj eR

Segno della funzione:

Deve essere f(x)>0 < arcsen(ij > 0 = arcsen(sen0) < looexso
X X

Pertanto f(X)>0 < ¥x € 0,40 N X =[L+o]
Quindi f(x)<0< ¥xe |Fo,0[NX =|-o00,-1]
E conseguentemente f(x)=0 < x e

Inoltre essendo f(~1)= arcsen(-1) = —% ed essendo f(1)= arcsen(l)= % ; la funzione passa

. . T T
eripunti| -1——|ed |1l —
PP ( 2j (2j

Limiti significativi:
Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nell’estremo inferiore e

X—Xg

nell’estremo superiore.

. . 1 . : e (1
lim f(x) = lim arcsen(—j =0, in quanto trattandosi di funzione composta, per cui lim [—j =0
X—>—00 X—>—00 X X——o0o\ X

e conseguentemente Iirrtl) arcseny =0
y—



. . 1 . (1
lim f(x) = lim arcsen(—j =0, in quanto trattandosi di funzione composta, per cui lim (—j =0
X

X—>+00 X—>+00 X—>+o0

e conseguentemente lim arcseny =0
y—

Pertanto la retta y = 0 & un asintoto orizzontale sia a sinistra che a destra.

Derivata prima e monotonia:

1"(x)=_—1 . quindi f’(x)>0<:>_—l>0<:>;<0 . Owvero
, [x2-1 , [x2-1 , [x2-1
X 2 X v X v
X’ -1<0e X’ <le ¥ <levxe 1] e conseguentemente risulta
f '(x) <0 xe —]—LJ{ S Xe ]— oo,—l]U [1,+oo[— {—Ll} quindi la funzione & strettamente
decrescente in VX e ]— oo,—l]U [1,+oo[— {— 1,1} ed osservando che
lim £/(x) = lim = — = —(+-0) | cosi come
x—-1" x——1" ) X2 -1
X 2
Iinl] f'(x)=— Iin11+ = ;2 = —(+00), per cui la funzione & strettamente decrescente in tutto
X—> X—>! X2 -1
2 X?_
il suo dominio.
Derivata seconda e concavita:
|X| 2 2X
X LY e
Jx2 — 2x? -1
f(x)= X 2Vx -1 |X|( X ) : per cui risulta

Qx|\/x2——1)2 ) G —1Qx|\/x2 —1)2

f"(x)>0 < |X|(2X2_1) - >0C>(2L_1)>0<:>X€:|—1,0[U:|E,+00|: e
Xy X2 —1Qx|\/x2 —1) X 2 2

conseguentemente  f ”(X) <0 xe —G—%,O[ U }% ,+ooD oS Xe }— 00 — %{ U }O%[ : inoltre

osservando che la funzione non & derivabile in {~11} e risulta lim f”(x)=—co mentre
x—>-1"

lim "(x) =+ per cui la. funzione & strettamente convessa
X—1*

1 1 \
vxe| -5 0 U P N(Foo~1URL+od]) = vx e[+ ed & strettamente concava

xe G_ o %{ U }0, %D (oo 1)UL o]) < Wx € J-om].



e quindi dedurre che:

f (J- o0,~1] UL, +od]) = [— % ,o[ U }o,ﬂ & invertibile, ¢ limitata, & dotata di minimo e massimo, &

dispari.

k 1
Essendo la matrice A=|1 0 | e la matrice B = [(l) _21 _OJ e possibile effettuare il prodotto
2 1
A- B in quanto il numero delle colonne della matrice A € pari al numero delle righe della matrice B,
k 2-k -1
pertanto il prodotto righe per colonne, risulta A-B=|1 -1 0 | il cui determinante risulta
2 0 -1

det(A- B):O per cui la matrice risulta singolare quindi non ha soluzioni e conseguentemente
AA-B)™.

X X X
Data la funzione f(x) =e?, si ha: Iezdx = 2e? +C; pertanto per la primitiva richiesta deve

essere F(0)=1<2e’+c=1<>c=-1, per cui la primitiva richiesta risulta
X
F(x)=2e2 -1
Data la funzione utilita U(x, y): Xy, nel rispetto del vincolo x+ Yy =1, che possiamo esprime in

funzione di una variabile, y=1-x< g(x):l—x , per cui la funzione diventa
U(x,g(x))=h(x)=x(1—x), quindi la funzione di una variabile h(x)=—x? + X, la cui derivata

prima risulta h'(x):—2x+1 e posta uguale a zero, h'(x):0<:>—2x+1:0<:>x:% e

. 1 . 11
conseguentemente, nella funzione y = g(x)<:> y:E quindi il punto estremante risulta EE ;



ed osservando che h”(x):—2, il punto trovato & di massimo, e la sua utilita massima e
11 1

Ul —,—[=—.
22 4

Traccia B

. x*+2 sex<0 . . L T
Data la funzione f(x)z , individuare eventuali punti di discontinuita e classificarli

3Xx+2 sex=0
e verificare inoltre la sua derivabilita.

Data la funzione f(x):arctg(l) dire se soddisfa le ipotesi dei Teoremi di Weierstrass e di
X

Bolzano.

Studiare la funzione f (x) =arccos| — |, e tracciarne approssimativamente il grafico.

X
-11
. . 1 -1 0 . . -1
Data la matrice A=| 0 Kk | e lamatrice B = > 0 1) riportare la matrice (A-B)™.
2 1 B

Data la funzione f(x)=e?*, calcolare la primitiva P, passante per il punto (0,1).

Data la funzione utilita, U(x, y):xy, determinare [’eventuale punto estremante nel rispetto del
seguente vincolo, X +Yy =1.

Svolgimento - Traccia B

: x*+2 sex<0 - :
Data la funzione f(x)= , definita Vx e R; si osserva nel punto x=0,
3x+2 sex=0

che f(0)=2, il |ir£1f(x):|im(3x+2):2 ed il lim f(x)=Ilimx*+2=2=f(1);

x—0" x—0~ x—0"

pertanto la funzione data non ha punti di discontinuita. Inoltre la sua funzione derivata

_ _ 2x sex<0 . N
prima risulta f'(x)= 3 ey UEfinita VxeR; verifichiamo quindi la derivabilita

: , . . f(x)-f
della funzione nel punto di raccordo x =0, per cui deve 3 lim L(XO) =f'(x,)eR,
X—>Xp X — XO

2 — —_
ed essendo lim X+—22 =41limx=0 ed lim M =3, la funzione non & dotata di

x—0" X—0 x—0" x—0" X —

derivata in x =0 e tale punto & un punto angoloso per la funzione data.



La funzione f(x)= arctg(l) definita Wx e R—{0} risulta continua nel suo insieme di
X
definizione, ma essendo questo |-0,0[U J0,+od[, né un intervallo, né una parte di R chiusa e

limitata, la funzione assegnata non soddisfa le ipotesi dei due teoremi.

Data la funzione: f(x)= arccos(lj.
X

Insieme di definizione:

IA

1
& VX e ]» oo,—l]U [1,+oo[
-1

. 1
Essendo una funzione arcoseno, deve essere — € [— 1,1] =
X

X | X |
[\

pertanto X = ]—oo,—l]U [L+oo[

Quindi tale funzione & definita Vx e J-o0,~1]U[L+oo[, ovvero

f: oo, —1UL+o = f(x)= arccos(EJ eR

X

Segno della funzione:

Deve essere f(x)>0 < arccos(lJ > 0 = arccos(cos 0) < 1
X X

Pertanto f (x) >0 Vxe ]—oo,O[U ]l.+00[ﬂ X = ]— OO,—l]U ]1,+OO[
Quindi f(x)<0< vxepNX =g

E conseguentemente f(x)=0< x=1

Quindi la funzione passa per i punti (1, f (1))=(1,0) e (-1, f(-1))=(-1,7)

Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nell’estremo inferiore e
X—>Xg

nell’estremo superiore.

: . 1 :
lim f(x) = lim arccos(—} = % in quanto trattandosi di funzione composta, per cui lim (lj =0

X—>—00 X—>—o0 X ——o| X

. T
e conseguentemente limarccos y = —
y—0 2

X—>+o0 X—>+00 X x—+oo ¥

. . 1 . (1
lim f(x) = lim arccos(—} = % in quanto trattandosi di funzione composta, per cui lim (—) =0

. V4
e conseguentemente limarccos y = —
y—0 2



T . . . .
Pertanto laretta y = E € un asintoto orizzontale sia a sinistra che a destra.

Derivata prima e monotonia:
1

f(x)= ——— : quindi f(x)>0 ——=——=>0 : ovvero

x? -1 , [x2 -1

x2 x2

XZ

X’ -1>0x* >1o|X>1o Vxe o~ UL+ e  conseguentemente risulta

f'(x)< 0 xe -1 quindi la funzione & strettamente crescente Wx e J-oo,—1[U L +oc| ed
1

osservando che lim f'(x)= lim = ——— =+ : cosi come
x——-1" x——1" X2 -1
2
X2
lim f'(x)=lim = ———=—— = +o0, per cui la funzione & strettamente crescente in tutto il suo
x—1* x—1* X2 -1
2
X 2
X

dominio.

Derivata seconda e concavita:

LN
f"(X)z— \/—1 ||2\/— |X|<2X2 _1)

- : per cui risulta

Qx|\/x——)Z G —1Qx|x/x2 —1)2

f'(x)>0e - x\/x2|X|(lQ);|\/_x12)1)2 >0 (2%‘1) <0< xe }—oo,—%[ U }o%{ e

1 1
conseguentemente f ”(X) <0 Xxe }— E ,O{ U }E ,+oo[ : inoltre osservando che la funzione non é

derivabile in {~11} e risulta lim f”(x)=+o mentre lim f"(x)=—oco per cui la funzione &

X—>—1" x—1*

strettamente concava VX € u— % ,0{ U }% ,+ooD N(Foo~1JUfL+oo]) = Vx efl+o ed &

strettamente convessa VX € G— 0 — %{ U }O, %D N(Foo-1]UR+oo]) = Vx € oo, -1].



-1lx) |

!

(L)

—_ - —- - —_- 4 —

e quindi dedurre che:

f (J-o0,~1]U L, +od) = [O, %[ U }% , 7r:| , f & invertibile, & limitata, & dotata di minimo e massimo, & dispari.

4.

-11

Data la matrice A=| 0 Kk | e la matrice B = [; _01 _OJ & possibile effettuare il prodotto
2 1
A- B in quanto il numero delle colonne della matrice A € pari al numero delle righe della matrice B,
1 1 -1
pertanto il prodotto righe per colonne, risulta A-B=|2k 0 —Kk | il cui determinante risulta
4 -2 -1

det(A- B):O per cui la matrice risulta singolare quindi non ha soluzioni e conseguentemente
AA-B)".

2Xx
e T
5 +C; pertanto per la primitiva richiesta

Data la funzione f(x)=e®*, si ha: jezxdx:

0
deve essere F(O)=1<:>e?+c=1<:>c:%, per cui la primitiva richiesta risulta :

F(x)= %(e2X +1)

Data la funzione utilita U(x, y): Xy, nel rispetto del vincolo x—y =1, che possiamo esprime in
funzione di una variabile, X=1+y < g(y)=1+ y , per cui la funzione diventa
U(g(y).y)=h(y)=(@+y)y, quindi la funzione di una variabile h(y)=y? +y, la cui derivata

prima risulta h’(y):2y+1 e posta uguale a zero, h'(y):0c>2y+1:0c>y:—% e

. 1 . 1
conseguentemente, nella funzione X = g(y)<:> X= E quindi il punto estremante risulta (E_Ej ;



ed osservando che h"(x):z, il punto trovato € di minimo, e la sua utilita minima é

oft 1)1
2 2 4



