Matematica per I’Economia (A-K)
| Provetta — 05 novembre 2021
(prof. Bisceglia)

Traccia A

Date le funzioni f :[0,2[ »2* € f([0,2]) e g:[L5[—Vx—-1€R; riportare le possibili funzioni
composte, tra le funzioni date.

Data la funzione f(X) = X—1 e della sua perpendicolare g passante per 1’origine; riportare 1’equazione
delle due rette parallele che circoscrivono, con quelle date, una superficie pari a 10.

4x -2 sexe [0

& strettamente monotona.
x+2 sexelL2

Dire se la funzione f :[0,2[ >R, con f(x)= {

Data la funzione f :]O,+oo[—> R, con f(x): log, x; dire se gode delle condizioni sufficienti del
2
Teorema dell’invertibilita, dopo aver enunciato il Teorema.

. . 3x? -1 L ) . .
Dire se la funzione f (X) = 1 ha eventuali asintoti, e nel caso, riportare le relative equazioni.
X+

Calcolare gli eventuali limiti significativi della seguente funzione f (X) = arcsen(cos(; - XD

Enunciare il Teorema della permanenza del segno.

Calcolare il seguente limite: Iirrg e* +1, e verificare che il risultato & corretto.

X—>

Svolgimento - Traccia A

La funzione composta (go )& possibile calcolarla in quanto f([O,2D=[1,4[g[1,5[, e risulta
(gof):[0,2] >v2*-1eR . La funzione composta (fog) & possibile calcolarla in quanto
9(L5))=1[0,2[ = [0,2], e risulta ( o g): [1L5] > 2** e[14].

Essendo f(x)=x-1, la funzione g risulta g(x)=—x; inoltre per avere una superficie pari a 10 &

sufficiente descrivere un rettangolo di lati pari a 2 e 5, quindi é sufficiente trovare le due rette parallele
alle funzioni date che hanno distanza da un punto di queste pari a 2 ed a 5, ovvero la retta parallela alla

funzione f, che denotiamo con f risulta y=X+C, con distanza dal punto P=(10) pari a
1-1+(-1)-0+c
1% +(-1)°
parallela alla funzione g, che denotiamo con g, risulta y =—X+C, con distanza dall’origine pari a
(=1)-0+(~1)-0+¢| _

EV

=2 +c=2V2 & c=22V2 -1, quindi f,(x)=x+ 22 ~1; mentre la retta

5 |d =5v2 < ¢ = 4572, quindi g, (x) = —x+5v2.



4x -2 sex e|01
3. Essendo f(x)={x+2 Sexe[gz[[

(crescente) in quanto, VX, X, €[0,2] con x, < X, risulta f(x,)< f(x,).

si osserva dal grafico che la funzione € strettamente monotona

4. 11 Teorema dell’invertibilita delle funzioni strettamente monotone afferma che: data una funzione
f:X — f(X) con X intervallo, se strettamente monotona, allora & invertibile. Essendo

f (x) =log, X, definita in un intervallo ed avente valori in tutto R, gode di tutte le ipotesi del teorema.
2

3x* -1
5. Lafunzione: f(x)= [ ¢ definita Vx&R— (-1} = vx e |- oo,~[U]-1,+od[, pertanto ha senso
X+
. S . 3x*-1 . .
calcolare i seguenti limiti: lim f(x)z lim 1 =—o0 , pertanto potrebbe esserci un asintoto
X—>—00 X—>—00 X+
. L . f 3x* -1
obliquo, quindi consideriamo lim ( )— lim ———=3 e conseguentemente
X—>—00 X X—>—00 X + X
2 2
. . -1- — )
lim (f(x)—3x) = lim 3 3])_( 3 _ —3 per cui la retta y =3x—3 ¢ I’asintoto obliquo a sx.
X—>—00 X—>—00 X+
Inoltre lim f(x )_ lim (3x2 =1)- lim L 2(—o0)=—o0 ed
X—>—1" x»>-1" X+1

. ) 1 . : . .
lim f(x)= lim (3X —1) lim —— = 2(+0) = +00; per cui laretta X = —1 ¢& I’asintoto verticale sia

x—>-1" x—>-1* x—>-1" X +

- : : . 3xP-1
a destra che a sinistra. In fine essendo lim f(x)= lim

X—>+00 Xx—>+0 X 4]

. . .. L f(x) .. 3x*-1
asintoto  obliquo, quindi consideriamo  lim Q = lim ———
X—>+00 X X—>+0 X + X

=400, pertanto potrebbe esserci un

=3 e conseguentemente

3x? —1-3x% —3x

lim (f (X)—3X) = lim 1 =—3 per cui la retta y =3x—3 ¢ I’asintoto obliquo anche
X—>+00 X—>+00 X+
a destra.

> . . .. . T
6. E necessario conoscere il dominio della funzione data, pertanto essendo f(x)= arcsen(cos(E— XD

cos| =~ x |<1=cos0 2 _ x>0 <X
. 2 2 2 T
definita per a4 =4 & VXe|——,<- |, pertanto
Vs V4 T 2 2
CoS| ——X |>-1=cosx —— X7 X2——
2 2 2

non esistono limiti significativi della funzione data.

7. 1l Teorema della Permanenza del segno, afferma che: data una funzione f : X — R sia X, € R in cui

¢ possibile effettuare il limite su X, sia LeR, se lim f(x)=L <0, allora 31, tc.

vxe(X —{x )N1, risulta f(x)<O0. o

8. Essendo la funzione esponenziale definita VX e R, & possibile calcolare il lime* —1; e risulta

x—0

lime* —1=0. Per Ia definizione di limite V& >0,35 >0 tale che se x e (R—{0})N]-5,5] si ha

x—0



e* —1—0‘ <& . 0Ovvero

) ef<e+1 x <log(l+¢)
e ~ll<se =S , pertanto  ponendo
e >—g+1  |x>log(l-e&)

5 =log(l+¢) ed osservando che log(l—£)<O0 si & individuato un intorno di zero, quindi si &
constatata la correttezza del limite.

Traccia B

Date le funzioni f:[L5[ —+/x-1e f([L5]) e g:[0,2[ > 2" €R; riportare le possibili funzioni
composte tra le funzioni date.

Data la funzione f(x) = X+1 e della sua perpendicolare g passante per 1’origine; riportare 1’equazione
delle due rette parallele che circoscrivono, con quelle date, una superficie pari a 8.

—x+2sexel0,2]

& strettamente monotona.
x—2 sexe[2,4]

Dire se la funzione f :[0,4] > R, con f(x)= {

Data la funzione f :[O,+oo[—> R, con f(x):e3x; dire se gode delle condizioni sufficienti del
Teorema dell ’invertibilita, dopo aver enunciato il Teorema.
X2 +1

Dire se la funzione f (X) = 1 ha eventuali asintoti, e nel caso, riportare le relative equazioni.
X —

Calcolare gli eventuali limiti significativi della seguente funzione f (x) = arccos(sen(ﬂ - x))

Enunciare il 11 Teorema del confronto.

Calcolare il seguente limite: lim e* +1, e verificare che il risultato & corretto.

X—>—00

Svolgimento - Traccia B

La funzione composta (go f) & possibile calcolarla in quanto f([Ls)=[0,2[<[0,2] , e risulta
(go f):[LS[—)Zm eR . La funzione composta (fog) & possibile calcolarla in quanto
9([0,2)) =14 = [1.5], erisulta (f o g):[0,2] > V2* -1 <[0,2].

Essendo f(x)=x+1, la funzione g risulta g(x)=—Xx; inoltre per avere una superficie pari a 8 &

sufficiente descrivere un rettangolo di lati pari a 2 e 4, quindi é sufficiente trovare le due rette parallele
alle funzioni date che hanno distanza da un punto di queste pari a 2 ed a 4, ovvero la retta parallela alla

funzione f, che denotiamo con f risulta y=X+C, con distanza dal punto P=(l,2) pari a
1-1+(-1)- 2+

L 25 |-1+0=2v2 e c=42V2 +1, quindi f,(x)=x+2J2+1; mentre la
17 +(-1




retta parallela alla funzione g, che denotiamo con g risulta Y =—X+C, con distanza dall’origine pari a
(-1)-0+(~1)-0+¢ s

ENE

o/ =4V2 o ¢ =+442, quindi g, (x)=—x+4/2.

—-X+2sexe|0,2
Essendo f(x):{x_2 sex6[2[4[[

monotona in quanto, VX, X, € [0,4[ con X, < X, non sempre risulta f(x1)< f(xz).

si osserva dal grafico che la funzione non € strettamente

Il Teorema dell’invertibilita delle funzioni strettamente monotone afferma che: data una funzione

f:X — f(X) con X intervallo, se strettamente monotona, allora & invertibile. Essendo f(x)=e*,

definita in f :[0,+0 — R e osservando che f ([0,+oc[)=[0,+o = R non gode di tutte le ipotesi del
teorema.

2x% +1
La funzione: f(x)= L & definita Vx e R-—{} & vxe o JUL+], pertanto ha senso
X J—
. e o 2x% 41 . .
calcolare i seguenti limiti: lim f(x): lim =—o0 , pertanto potrebbe esserci un asintoto
X—>—00 X—>—0 ¥ —
. o o o f(x) o 2xP+1
obliquo, quindi consideriamo lim Q =lim ———=2 e conseguentemente
X—>—00 X X—>—00 X _X
. O 2xP +1-2x7 +2x .
lim (f(x)—2x)= lim 1 =2 per cui la retta y = 2X+ 2 ¢ I’asintoto obliquo a Sx.
X—>—00 X—>—0 X—
Inoltre lim £ (x) = lim (2x2 +1)- lim —=— = 3(— ) = oo ed
x—1" x—1" x-»1 X —1

lim f(x)=lim (2X2 +1)~ lim —— =3(+ 00) = +o0; per cui la retta X =1 ¢ I’asintoto verticale sia a

x—1" x—1" -1 X =1

. : : . 2x%+1
destra che a sinistra. In fine essendo lim f(x)= lim

X—>+00 X—>+00 X —

=+o00, pertanto potrebbe esserci un

O _ iy 2741 _

5 2 e conseguentemente

asintoto  obliquo, quindi consideriamo  lim

X—>+0 X X—>+00 X — X
: 2x% +1-2%7 +2x :
lim (f(x)—2x)= lim = 2 per cui la retta y = 2X + 2 & Dasintoto obliquo anche
X—>+00 X—>+00 X =1
a destra.

E necessario conoscere il dominio della funzione data, pertanto essendo f(x) = arccos en(sen(;z— x))

sen(z —x)<1=senZ r-x<Z x>2Z
- 2 2 2 7 3
definita per & = & VXe|—,—m |, pertanto
Vd T 3 2 2
sen(z—x)>-1=sen-= |z-x>-= |x<>7x
2 2 2

non esistono limiti significativi della funzione data.

Il 11 Teorema del confronto, afferma che: sia f : X > R, e sia g: X >R, sia X, € R in cui &
possibile effettuare il limite su X, siano LM R, se 31, tc. ¥xe (X —{x,})N1, risulta
f(x)<g(x) ese Ilim f(x)=L ed Ilim g(x)=M allora L<M .

X—Xg



Essendo la funzione esponenziale definita Wxe R, & possibile calcolare il lim e* +1; e risulta

X—>—00

lime*+1=1. Per la definizione di limite Y&>0,35>0 tale che se XE(R)ﬂI_oo si ha

X—>—00

e* —1—# <; owero |e*] < £ < ¥ < & < {x <log(s), pertanto ponendo & = —log(e) in quanto

log(s) < O si & individuato un intorno di meno infinito, quindi si & constatata la correttezza del limite.

Traccia C

Date le funzioni f:[L,3[—2* e f([L3]) e g9:[L5 > Vx-1€R ; riportare le possibili funzioni
composte tra le funzioni date.

Servendosi della funzione f(x): X+ 2 e della sua perpendicolare g passante per 1’origine; riportare
I’equazione delle due rette parallele che circoscrivono, con quelle date, una superficie pari a 8.

4x -2 sexe[0]

& strettamente monotona.
x+2 sexelL2]

Dire se la funzione f :[0,2[ —> R, con f(x)= {

Data la funzione f : 0,40 — R, con f(x)=log, (x); dire se gode delle condizioni sufficienti del
2
Teorema dell’invertibilita, dopo aver enunciato il Teorema.

2

x° -1 o . . o
1 ha eventuali asintoti, e nel caso, riportare le relative equazioni.
X+

Dire se la funzione f (X) =

Calcolare gli eventuali limiti significativi della seguente funzione f(x)= arcsen(cos(z — x)).
Enunciare il Teorema della permanenza del segno

Calcolare il seguente limite: Iing e* —1, e verificare che il risultato & corretto.
X—>

Svolgimento - Traccia C

La funzione composta (g o f) non & possibile calcolarla in quanto f([1,3[)= [2,8[9; [1,5[. La funzione
composta (f o g) non & possibile calcolarla in quanto g([1,5[)=[0,2] < [L3[.

Essendo f(x): X+ 2, la funzione g risulta g(x):—x; inoltre per avere una superficie pari a 8 €

sufficiente descrivere un rettangolo di lati pari a 2 e 4, quindi é sufficiente trovare le due rette parallele
alle funzioni date che hanno distanza da un punto di queste pari a 2 ed a 4, ovvero la retta parallela alla

funzione f, che denotiamo con fp risulta y =X+C, con distanza dal punto P=(0,2) pari a



1-0+(-1)-2+¢|
12 +(-1)
retta parallela alla funzione g, che denotiamo con g risulta y =—X+C, con distanza dall’origine pari a

|@¢)0+¢4)0+q:4

(-1 + (-2

:2c>|—2+c|=2\/§c>C=i2\/§+2, quindi fp(x):x+2\/§+2; mentre la

o/ =4V2 o ¢ =+442, quindi g, (x)=—x+4/2.

4x-2 sexe0]] . _ o
Essendo f(x)= si osserva dal grafico che la funzione e strettamente monotona
x+2 sexe[L2

(crescente) in quanto, Vx,, X, € [0,2[ con X, < X, risulta f(x,)< f(x,).

Il Teorema dell’invertibilita delle funzioni strettamente monotone afferma che: data una funzione
f:X — f(X) con X intervallo, se strettamente monotona, allora & invertibile. Essendo

f (x) =log, X, definita in un intervallo ed avente valori in tutto R, gode di tutte le ipotesi del teorema.
2

2
. =1 . ..
La funzione: f (X)z 1 e definita VX eR —{—1}<:> VX e ]—oo,—]{U ]—l,—l—oo[, pertanto ha senso
X+
2
. T .o x-1 . . .
calcolare i seguenti limiti: lim f(x) = lim = —o0, pertanto potrebbe esserci un asintoto obliquo,
X0 x>0 X +1
. _ o f(x) . xP-1
quindi consideriamo lim Q = lim ——=1 e conseguentemente
X—>—00 X X—>—0o ¥° 4 X
. X2 -1-x?—x . . .
lim (f (X)— X) = [im —————————=—1 percui laretta y = X —1 ¢ I’asintoto obliquo a sx. Inoltre
X—>—00 X—>—00 X+1
. . 2 . 1 . . -
lim f(x)=lim (x2 =1)- lim —— =0-(~) forma indeterminata, pertanto servendoci di De
x——1" X——1" x»>-1 X+1

I’Hopital si ha lim f(x)= lim = lim 2x =-2 ed analogo ragionamento da destra di meno

Xx——1" x—>-1 X+1 x——1"
x> -1
. . 9 . 1 .
uno lim f(x)= lim (x2 —1)- lim —— =0-(+ o) : per cui
X——1* X——1" x»>-1" X +1
2
. . . . . .o xX°-1
lim f(x)= lim = lim 2x=-2. In fine essendo lim f(x)= lim = +00, pertanto
x—-1" x—>-1" X+ x—-1" X—>+00 x—>+0 X 41
(x2 —1)
: . : o o o f(x) . x2-1
potrebbe esserci un asintoto obliquo, quindi consideriamo lim ——= = lim ——=1 e
X—>+00 X X—>+00 X + X
2 2
. .o XT=1-x"-X ) .
conseguentemente lim (f (x)—x)= lim =—=—"—= = —1 per cui la retta y = x—1 ¢& I’asintoto
X—>+00 X—>+00 X+1

obliquo anche a destra.

E necessario conoscere il dominio della funzione data, pertanto essendo f (X) = arcsen(cos(ﬁ - X))
cos(z —x)<1=cos0 7-x>0 [(x<=zx

cos(z —x)>-1=cosz { <:>{x20

limiti significativi della funzione data.

definita per { < VX e [O, 72'], pertanto non esistono

T—X<T1m



Il Teorema della Permanenza del segno, afferma che: data una funzione f : X — R sia X, € R in cui

¢ possibile effettuare il limite su X, sia LeR, se lim f(x)=L <0, allora 31, tc.

Wx e (X —{x, )N 1, risulta f(x)<0.

Essendo la funzione esponenziale definita YXe R , & possibile calcolare il Iing e*—1; e risulta
X—>

lime* —1=0. Per la definizione di limite V& >0,35 >0 tale che se x e (R—{0})N]-5,5] si ha

x—0
) e*<e+1 x <log(l+¢)
e —ﬂ <es =4 , pertanto ponendo
e > _g+1 x>Iog(l—e)

e* —1—0‘ <& . OVVero

5 =log(l+¢) ed osservando che log(l—£)<0 si & individuato un intorno di zero, quindi si &
constatata la correttezza del limite.

Traccia D

Date le funzioni f :[L5][ —+vx-1e f([L5]) e g:[L3[—>2* R ; riportare le possibili funzioni
composte tra le funzioni date.

Servendosi della funzione f(x): X+1 e della sua perpendicolare g passante per 1’origine; riportare
I’equazione delle due rette parallele che circoscrivono, con quelle date, una superficie pari a 6.

—x+2sexel0,2

& strettamente monotona,
x—2 sexe[24]

Dire se la funzione f :[0,4] — [0,3], con f(x)z{

Data la funzione f :[O,+oo[—> R, con f(x)=e%; dire se gode delle condizioni sufficienti del
Teorema dell’invertibilita, dopo aver enunciato il Teorema.

. . 3x? +1 o ) . ..
Dire se la funzione f (X) = 1 ha eventuali asintoti, e nel caso, riportare le relative equazioni.
X i

Calcolare gli eventuali limiti significativi della seguente funzione f (X) = arccos(sen(E - XD :

Enunciare il | Teorema del confronto.

Calcolare il seguente limite: lim e* —1, e verificare che il risultato & corretto.

X—>—00

Svolgimento - Traccia D

La funzione composta (g o f ) non & possibile calcolarla in quanto f ([1,5])=[0,2[ & [L.3[. La funzione
composta (f o g) non & possibile calcolarla in quanto g([L,3[)=[2,8] « [L5].



2. Essendo f(x): X+1, la funzione g risulta g(x):—x; inoltre per avere una superficie pari a 6 €

sufficiente descrivere un rettangolo di lati pari a 2 e 3, quindi é sufficiente trovare le due rette parallele
alle funzioni date che hanno distanza da un punto di queste pari a 2 ed a 3, ovvero la retta parallela alla

funzione f, che denotiamo con fp risulta y=X+C, con distanza dal punto P = (1,2) pari a
1-1+(-1) 2+
12 +(-1)
retta parallela alla funzione g, che denotiamo con g risulta y =—X+C, con distanza dall’origine pari a
(=1)-0+(~1)-0+¢|

EE;

=2& -1+ =2V2 & c=22V2+1, quindi f,(x)=x+2v2+1; mentre la

3 |d=3v2 & c=£3V2, quindi g,(x)=—x+372.

~x+2 sexe|0,2]
x—2 sexe[24]
monotona in quanto, VX, X, € [0,4[ con X, < X, non sempre risulta f(x1)< f(xz).

3. Essendo f(x):{ si osserva dal grafico che la funzione non é strettamente

4, 1l Teorema dell’invertibilita delle funzioni strettamente monotone afferma che: data una funzione

f:X — f(X) con X intervallo, se strettamente monotona, allora & invertibile. Essendo f(x)=e*,

definita in f : [0,+oo[—) R e osservando che f([0,+oo[): [O,+oo[g R non gode di tutte le ipotesi del
teorema.

3x* +1
5. La funzione: f(x): 1 e definita VX R—{l}@VXe]—oo,]{U ]L+oo[, pertanto ha senso
X_
. e 3% +1 . .
calcolare i seguenti limiti: lim f(x)z lim 1 =—o00 , pertanto potrebbe esserci un asintoto
X—>—© X—>—0 ¥ —

. . . - f(x) . 3+l
obliquo, quindi consideriamo lim L) = lim 2—+ =3 e conseguentemente

X—>—00 X X—>—00 X — X

: : 2 +1-3x? .
lim (f(X)—3X): lim S+ 3])-( 3 =3 per cui la retta y =3x+ 3 ¢ I’asintoto obliquo a sx.
X—>—00 X—>—00 X —
Inoltre lim £ (x) = lim (3 +1)- lim —— = 4(— o0) = oo ed
x—1" x—1" x-»1 X —1

lim f(X): |Im(X2 +1)- |Im—:4(+oo):+oo; per cui la retta X =1 ¢ D’asintoto verticale sia a

x—1* x—1* x—1" X —

- . : . 3%+l .
destra che a sinistra. In fine essendo lim f(x)= lim = +o0, pertanto potrebbe esserci un
X—>+00 x—>+0 X —1

. . - . - f(x) . 3P+l
asintoto  obliquo, quindi consideriamo  lim ——~ = lim 5 =3 e conseguentemente
X—>+0o0 X X—>+00 X — X
. _3x? +1-3x% +3x . . .
lim (f (X)— 3X) = lim =3 per cui laretta y =3X + 3 ¢ ’asintoto obliquo anche a
X—>+00 X—>+00 X—1
destra.
6. E  necessario  conoscere il  dominio  della  funzione data, pertanto  essendo

f (x)=arccos en(sen[% - XD definita per



T T T T
sen —— X |<1=sen— L il
(2 j 2 X=3

2 7 x>0 _
e <:>VXE[0,7r], pertanto non esistono
T T T T X<
sen ——X |[>-1=sen—— ——X2—-—
2 2 2 2

limiti significativi della funzione data.

Il 1 Teorema del confronto, afferma che: sia f : X >R, e sia g: X ->R, sia X, € R in cui &
possibile effettuare il limite su X, siano L,M R, se 3lim f(x)=L ed 3limg(x)=M e

risultache L <M allora 31, t.c. vxe(X —{x,})N1, risulta f(x)< g(x).

Essendo la funzione esponenziale definita VYxe R, & possibile calcolare il lim e* —1; e risulta
X——00

lime* —~1=-1. Per la definizione di limitt V&>0,36>0 tale che se xe(R)NI_, si ha

X—>—00

e*| < s " <2< {x<log(e), pertanto ponendo 5 = —log(z) in quanto

eX —1+ﬂ < & OWVero

log(s) < O si & individuato un intorno di meno infinito, quindi si & constatata la correttezza del limite.



