Matematica per I’Economia (A-K) e Matematica Generale
Esonero Completo — 19 dicembre 2016
(prof. Bisceglia)

Traccia C

. . Rx-2 .. .
Calcolare il seguente lim — ¢ verificare che sia corretto.
X240 2X° + X —~/ X

Data la funzione h(X)= Cos—l, dire se esistono dei punti in cui non € regolare, motivando la risposta.
X_

Studiare la funzione f (x) =xe , & tracciarne approssimativamente il grafico.

. 1 . . . . .
Data la funzione g : VX e [0,1] —ax’ + 2x+§ , per quali valori del parametro a soddisfa le ipotesi
del Teorema del Punto fisso.

Data la funzione p(x) = (x2 + 2X —8)e‘2x, calcolare la primitiva P, che nel punto 0 assume valore 1.

Dire se la successione x, =2" —1 & limitata, e, se e dotata di estremi che appartengono all’insieme dei
valori.

Riportare I’equazione delle rette parallele, alla retta passante per i punti del piano A= (1,—1) e
B= (—1,1), e, che hanno distanza dall’origine pari a 2.

Dire se la funzione h(x) = ha punti di simmetria e, se esistono, verificare che sia vero.

Svolgimento - Traccia C

1 1
1 X3 3-2x 3
& fx-2 . 3x3-2 . 3. 1
Essendo lim = lim = lim =, owvero — lim —=0.
X—>+00 2X2 +X— \/; X—>+00 ) 1 X—>+00 2 x—>t0 2
2X% + X — X2 2 1 1 X3
X7 2+ - ——
XE
. 3/x -2 1 1 _ .
Per cui si ha 2——0 <eo|—-0<ee=—e<—<¢g, per cui essendo la radice
2x2 + X —/x 3/x° 3/y5
sempre positiva e sufficiente studiare la seguente diseguaglianza

1 1 1 1 1 . o
—<eo=<Vx* ©x* > < x>5/= pertanto posto § = 3/— , abbiamo individuato un
& & &

intorno di piu infinito.
1
Essendo h(x)= Cos—l, tale funzione & definita in R —{L}, ed essendo continua & regolare in R—{1} ,
X —

\ . . - 1 - 1
pertanto occorre vedere se & regolare in 1, per cui occorre calcolare il lim cos—— ed il lim cos——,
X—1" X=1 x—1* X-=1



I | 1
osservando che il lim —— = - e che il lim —— =+o0, possiamo affermare che 2 lim cosy, cosi

-1 x =1 -1t x =1 y——w
come A lim cosy , pertanto la funzione nel punto 1 non é regolare.
y—>+o0
2
3. Data la funzione: x — f(x)=xe ™"

Ricordando che la funzione esponenziale e definita in R e facile rendersi conto che R ¢ I’insieme di
definizione di f e quindi e:

f:xeR— xe™
ed essendo:

f(X)>0exe? >0 x>0 xe 0+,

f(x)=0e=xe ™ =0 x=0

f(x)<0 < xeR—[04+0d = |-o0,0[
Il grafico di f ¢ al di sopra dell’asse delle x in J0,+o0[, ¢ al di sotto dell’asse delle x in J-0,0[, ha in
comune con gli assi il punto (0, f(0))=(0,0) ed essendo:

. . oy . X .
lim f(x)= lim xe”>" = lim — = lim ——=0 e
X—>—00 X—>—00 X—>700e X X—>—00 4X€ X

. . o2 . X .

lim f(x)=lim xe”*" = lim — = lim ——=0

X—>+00 X—>+00 X*H—ooe X X—>+00 4xe X

il grafico di f ha un solo asintoto: la retta di equazione y = 0 asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
Essendo:

f'(x)= D(xe ) 2°(1-4x%) se xeR

e:

f(x)>0c e (1-4x%)> 0> 1-4x2 >0 4x* —1< 0 <> x e 1/2,1/2]

/(x)=0ee? (1-4x°)=01-4x* =0 > x=—1/2 0 x=1/2

f'(x)<0= xe{-1/2,/2]= oo, ~1/2[U /2 4+

quindi f & strettamente crescente in [~1/2,1/2], & strettamente decrescente in |-o0,—1/2] ed in [1/2,+od[,
—1/2 & un punto di minimo relativo proprio per f ed & il punto di minimo per f, 1/2 & un punto di
massimo relativo proprio per f ed e il punto di massimo per f, il grafico di f passa per i punti
(-2, f(-12)=(~12,—e¥?/2) e (12, f(1/2)) = (1/2,6¥?/2) ed —e#?/2 & il minimo

difed e™¥?/2 & il massimo di .

Risultando infine:

f(x)= D( 2 (1 4x )) 2 (—ax +16x° —8x)=4xe > (4x* —3) se xR

£7(x)> 0 & 4xe 2 (4x? —3)> 0 = x(4x? ~3)> 0 & x € |-+/3/2,0[U N3/2,+,
£7(x)=0 < 4xe " (4x* —3)=0 <> X(4x> —3)=0 > x=-/3/2 0 x=0 0 x=+/3/2
£7(x)< 0 < x e —(-+/3/2,0JU|V3/2,+5d|)= oo ~3/2.,|U P, v3/2|
e pertanto f e strettamente convessa in l— / 3/2 OJ ed in [\/_ / 3/2 +oo[ , € strettamente concava in
J—oo \/_/ZJ ed in [O \/_/ZJ —\/_/2 Oe \/_/2 sono tre punti di flesso proprio per f ed il grafico di f
passa per i punti ( J3/2, f( \/_/2)) ( J3/2, \/_e‘3/2/2) e
(V3/2, t(v3/2))= (v3/2,+3e%?/2).

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:



(12,7 2]

Ry

(cyj2.e¥ )

e quindi dedurre che:

f(R)=l-e*/2,e™/2], f(Fo-y2)=[-e?/2,0], T(-y2.¥2)=|-e"/2,e*/2], (2,
+oo)f= 0,6 ¥2/2],  non & biunivoca, Ia restrizione di f a -o0,—1/2] & biunivoca su [-e*2/2,0[, la
restrizione di f a [-1/2,1/2] & biunivoca su [-e%?/2,e?/2] e la restrizione di f a [1/2,+o] &
biunivoca su }) e"/z/Z].

OSSERVAZIONE. E immediato verificare che f & una funzione dispari quindi avremmo potuto limitarci a
tracciare il grafico G della restrizione di f a [0,+oo[ e completare quindi il grafico di f unendo a G la
curva G’ simmetrica di G rispetto al punto (0,0).

4. Essendo g continuain [0,1] , ed essendo g(0)= % efo]. e

gl)=a+ 2+% e[0l]=0<a+ 2+% <ls —g <a sl—g pertanto la funzione soddisfa le

ipotesi del punto fisso se a {—g—g} .

5. Essendo p(x):(x2+2x—8)e’zx, del tipo f(x)g'(x) si procede integrando per parte, quindi

If(x)g'(x)dx= f(x)g(x)- I f'(x)g(x)dx  per cui  essendo g(x)=—%e‘2X si. ha

_[(xz +2x -8 2dx = —%(x2 +2x—8p +%I(2x +2)e dx =

= —%(x2 +2x-8f > +%(—%(2x+ 2 + je‘zxdxj =

:_%(xz +2x—8)e*2X +%(—%(2x+2)e2X —%ezxj+c = : OVVero

= —%e‘zx (2(x2 +2X —8)+ (2x + 2)+1)+ c= —%e‘zx(sz +6X —13)+ C= quindi

P(x)= —%e‘zx (2x2 +6x —13)+ c e conseguentemente si ha
1 13 9 . N \

PO)=1<-=(-13)+c=1l<>c=1-"<c=-— quindi la primitiva cercata ¢
4 4 4

P(x)= —%e‘zx(sz +6X —13)—% .



La successione X, = 2" —1 non e limitata, in quanto xn(N): {1,3,7,15,....,2n —l,..}, mentre € dotata di

estremo inferiore Inf X, =1€ Xn(N)<:> Inf x, = mi'p X,,, mentre SUp X, = +oo, pertanto non & dotata
ne

neN neN neN

di massimo.

L’equazione della retta passante per i punti del piano A= (1,—1) e B= (—1,1) e:
-1-1 1+1 -2 2
= L =

x-1 y+1 x-1 y+1
considerando che una generica retta parallela ha equazione y=—-X+C, per cui la distanza di
quest’ultima dal punto 0= (0,0) e data da:

-1.0-1.0+c
d(r,0)= | | =2 0| =22 < ¢ =242, pertanto le rette che hanno distanza dalla

J2

bisettrice del secondo e quarto quadrante, paria 2, sono y = —x=+ 2./2.

o 2y+)=2(x-1) = 2y-2=2x-2<y=-x , e

Data la funzione h(x):zx—_ll, definita in R— {1}, ed essendo il lim 2x—1_ lim 2x-1
X_

Xx—>+0 X —1 x—>—0 X —1

=2,un

punto di simmetria potrebbe essere: (1,2), quindi, se vero si ha: h(1—x)—2 = —h(1+ X)+2 ovvero

0-x)-1 ,_ 2+x)-1 , 1-2x , 1+2x . 2x-1 , -1-2x
1-x-1 1+x-1 —X X X X
2x—=1-2x —1-2x+2X . L
oVvVvero, = pertanto vera, quindi simmetrica rispetto al punto (1,2).
X X
Traccia D
1-2%/x

Calcolare il seguente lim

— ¢ verificare che sia corretto.
X240 DX 4 X — \/;

Data la funzione h(x) = senl—, dire se esistono dei punti in cui non e regolare, motivando la risposta.
+ X

Studiare la funzione f(x)=x(x—1)e™, e tracciarne approssimativamente il grafico.

Data la funzione g:Vx e {O%} —ax® — x+% , per quali valori del parametro a soddisfa le ipotesi

del Teorema del Punto fisso.

X
Data la funzione p(x)= (x2 —2X+ 2)e 2. calcolare la primitiva P, che nel punto 0 assume valore 1.

Dire se la successione x, =2" +1 & limitata, e, se & dotata di estremi che appartengono all’insieme dei
valori.

Riportare I’equazione delle rette parallele, alla retta passante per i punti del piano A= (1,1) e
B= (—1,—1), e, che hanno distanza dall’origine pari a 2.



8. Dire se la funzione h(x):

> ha punti di simmetria e, se esistono, verificare che sia vero.
X+

Svolgimento - Traccia D

1 1
1 X3 x 3-2
1-23/x 1-2x3 . ( ] 1

1. Essendo lim = lim - = lim = =—1lim —=0. Per
X—>+00 2X3 +X— \/; X—>+00 s 2 X—>+00 X—>+mo O
2X° 4+ X — X2 3 1 1 X3
X2
. 1-23/x 1 1 . .
cui si ha 3—+0 <eo|—+0<e<—e<——<e¢& , per cui essendo la radice
253 + X — /X 3/ x8 3/ x8
sempre positiva e sufficiente studiare la seguente diseguaglianza

1 1 1 1 1
—<co<I o> ox> 8/—3 pertanto posto & =8|—-, abbiamo individuato un
& &

intorno di piu infinito.

2. Essendo h(X):senl—, tale funzione & definita in R—{—l}, ed essendo continua & regolare in
+ X

N . . S 1 :
R- {—1} , pertanto occorre vedere se & regolare in —1, per cui occorre calcolare il lim senl— ed il
X—-1" + X

. 1 - 1 - 1 .

lim sen——, osservando che il lim —— =—o0 e che il lim —— = +o0, possiamo affermare che
-1 14X x—>-1" 14X x—>-1"14 X
A lim seny, cosi come A lim seny , pertanto la funzione nel punto —1 non & regolare.

y—>-o0 y—+o

3. Datalafunzione: x — f(x)=x(x-1}™.
L’insieme di definizione di f €, evidentemente, R quindi €:
f:ixeR—>x(x-1)e™
e risultando:
f(x)>0< x(x—1)™* >0 x(x-1)>0 < x e -oo,0[U Lo,
f(x)=0 = x(x-1e* =0 x(x-1)=0<=x=00 x=1,
f(x)<0 e xe—}oo0,0]UL+od = 0]
il grafico di f si trova al di sopra dell’asse delle x in ]»00,0[ edin ]1,+oo[, ¢ al di sotto dell’asse delle x
in 0,1], ha in comune con gli assi i punti (0,0) e (1,0) ed essendo:
lim f(x)= lim X(x—1)e ™ = +o0, XImel)() = lim (x~Lf™ =0 e lim f(x)= lim x(x -1 =

X X—>+0
oxP—x .. 2x-1 . 2
= lim — = lim =lim —=0

X—>+0 @ x>+ @% x>+ @ X

il grafico di f ha un solo asintoto: la retta di equazione y = 0 asintoto orizzontale a destra.
Essendo:

‘ f(x)=D(x(x—1)e*)=e*(2x—1-x* + x)=—(x* —=3x+1f* se xeR
F/(x)> 0 —(x* —3x+1p ™ >0 x* —3x+1< 0= x e [3-5)/2,(3++5)/2],
F(x) =0 —(x* —3x+1p™* =0 x* —3x+1=0<x=(3-+5)2 0 x=(3+5)/2
f'(x) <0< xe-{3-v5)/2,3+5)/2|= |-, (3-5)/2|U [3+5 )2+



quindi f e strettamente crescente in [(3— \/E)/ 2 ,(3+ \/E)/ 2J, e strettamente decrescente in J—oo, (3— \/E)/ 2J
ed in [(3+\/§)/2,+oo[, (3—\/5)/2 e un punto di minimo relativo proprio per f, (3+ \/g)/Z € un punto
di massimo relativo proprio per f, il grafico di f passa per i punti ((3—\/5)/2, f((3—\/§) 2»:

~(8-v5)/2.2-vBE\52) ¢ (34452, f((sw_)/z)) (3++v5)2, (2+BRt5k),

(3 \/_)/2 & un punto di minimo per fe (2 \/_)ef =32 & il minimo di f.
Risultando infine:
£7(x)= D= (x? —3x+1p )= —e *(2x—3—x? +3x—1)= (x* ~5x+4)* se xeR

f (x)> 0> (X2 —Bx+4p ™ >0 X2 —5x+4>0 < xe ood[U A+
f'(x)=0<> (x? =Bx+4f ™ =0<> x* ~5x+4=0<>x=10 x=4
f"(x)< 0 x e ~(Fool]U[4,+oc) = L4

e pertanto f € strettamente convessa in ]—oo,l] ed in [4,+oo], e strettamente concava in [1,4], 1 e 4 sono due

punti di flesso proprio per f ed il grafico di f passa per il punto (4, f (4)) = (4,12e4‘).
Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

i S

(10) 4.0) ’

e quindi dedurre che:

F(R)=|2-vBRNE 2 4|, £(]-o0,(3-5)2)=[2-vBRNT2 1o, £(3-5)2.(8++5)/2)=
= [(2—\/5)9%‘3)/2,(2+\/§)9‘(3+£)/2], f([(3+\/§)/2’+°°[):b’ (2+\/§>e‘(3+£)/2], f non & biunivoca,
la restrizione di f a J—oo,(3—\/§)/2J ¢ biunivoca su [(2—\/5)3(*@’3)/2&00[, la restrizione di f a
[(3—\/5)/2,(3+\/§)/2J & biunivoca su [(2—\/3)3(‘@‘3)/2,(2+\/§)e_(3+£)/2] e la restrizione di f a
[(3+ \/g)/2,+oo[ & biunivoca su }) (2+\/§>9’(3+£)/2].

4. Essendo g continua in [Oﬂ ,ed essendo g(0)= % clol].e

g 1 =E—1+1e O1 <:>0£ES
2) 4 2 2 2 4

punto fisso se a € [0,2].

<> 0 <a <2 pertanto la funzione soddisfa le ipotesi del

N -

5. Essendo p(x): (x2 —2X+ 2)(97E del tipo f(x)g ’(x) si procede integrando per parte, quindi
If( x)g'(x)dx = f(x If g(x)dx per cui essendo g(x)=—2e 2 siha
[ —2x+2) 2gx - —2(x ox+2k 4 2](2x—2)e7dx -

o —2x+2k 2 + 2{— 22x—2) ? +2 [ 2e_;dx] -



X

=22 —2x+2p 2 + 2{— 2(2x-2) 2 + 4(— 2e 2 j] +c =, owvero = —2¢ 2(x? +2x+6)+c =

quindi P(x)=—2e ?(x? + 2x+6)+ ¢ = e conseguentemente si ha
P(0)=1< —2(6)+c=1< —-12+c =1« ¢ =13 quindi la primitiva cercata &

P(x) = —2¢ 2 (x + 2x+6)+13.

La successione X, =2" +1 non & limitata, in quanto x,(N)= {3,5,9,17,....,2n +1,..}, mentre ¢ dotata di
estremo inferiore Inf x, =3 e x,(N) < Inf x, =min x,, mentre Sup X, = +o0, pertanto non &
neN

neN neN neN

dotata di massimo.

L’equazione della retta passante per i punti del piano A = (1,1) e B= (— l,—l) e:
1+1 1+1 2
= L =
Xx+1 y+1 x+1 y+1
che una generica retta parallela ha equazione y = X+ C, per cui la distanza di quest’ultima dal punto

1.0-1.0
0=(0,0) ¢ datada: d(r,0)= f-0-1.0+4 =2 & |d=2v2 < ¢ =242, pertanto le rette che

J2

hanno distanza dalla bisettrice del primo e terzo quadrante, paria 2, sono y = X+ 2.2.

< 2(y+1)=2(x+1) < 2y +2=2x+2 < y = X, e considerando

-1 : -1 . -1
Data la funzione h(x)zx—, definita in R—{— 2}, ed essendo il lim X2 lim X—=1, un
X+2 x40 X 42 Xm0 X 4 2
punto di simmetria potrebbe essere: (—2,1), quindi, se vero si ha: h(—2—x)—1=—h(-2+x)+1
OvVvero ﬂ—lz—ﬂﬂa —37X —1=—_3+X +le 3TX -1= 3=X +
—2-X+2 —2+X+2 - X X X X
3+X—X 3—X+X

X

1

OVVEro, pertanto vera, quindi simmetrica rispetto al punto (— 2,1).




