
Esercitazione n. 13 (svolgimento) 

 

111)))   Per i sistemi dati, al variare di k, si ha: 
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b) Essendo il sistema bA  , si osserva che 
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pertanto il sistema è incompatibile. 

 

c) Essendo il sistema bA  , si osserva che il 
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d) Essendo il sistema bA  , si osserva che 
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quindi per  3,0 Rk      nBCarACar  3 , pertanto il sistema è di Cramer compatibile; 
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conseguentemente la    BCarACar  , pertanto il sistema è incompatibile. 
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ovviamente anche mentre il   0det B ; quindi per  2 Rk      nBCarACar  , pertanto 
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f) Essendo il sistema bA  , si osserva che essendo 
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g) Essendo il sistema bA  , si osserva che   27
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222)))   Le operazioni assegnate risultano: 

 

a) Per poter calcolare BA 1
 è necessario prima conoscere 
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c) Essendo 
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333)))   Il gradiente e gli eventuali punti stazionari delle funzioni assegnate, risultano: 
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 quindi l’unico punto che annulla 

quest’ultimo sistema è il punto  0,01P , ma tale punto pone il sistema del gradiente sotto 

forma indeterminata, pertanto non è un punto stazionario. 

 

b) Data la    yxyxyxf 222log,   il suo gradiente       yxfyxfyxf yx ,,,,  , per cui, 

essendo      
  xxy

y
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xyxy
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 e 
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,  per cui  
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22
,  gli eventuali punti stazionari, sono dati dalle soluzioni del 

sistema 
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 quindi 
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quindi i punti che annullano il sistema sono  1,01P , e 








2

1
,01P  ma tali punti pongono il 

sistema del gradiente sotto forma indeterminata, pertanto non sono punti stazionari. 

 

c) Data la   yxyxyxf 222,   il suo gradiente       yxfyxfyxf yx ,,,,   . per cui, 

essendo   xyxyyxf x 22, 2   e   222, xyxyxf y   per cui  

   222 2,22, xyxxyxyyxf   gli eventuali punti stazionari, sono dati dalle soluzioni del 

sistema 


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

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1

012

01

02

022

22

2

y

y

y

y

xyx

xyxy
 pertanto i punti stazionari risultano: 

 1,01P , e 








2

1
,01P . 

 

d) Data la   xyyxyxyxf  22, 32  il suo gradiente       yxfyxfyxf yx ,,,,  , per cui, 

essendo   yyxxyyxf x  264,  e   xxxyxf y  32 22,  per cui gli eventuali punti 

stazionari, sono dati dalle soluzioni del sistema 










022

064

32

2

xxx

yyxxy
 0x  e 0y  , quindi 

il punto stazionario risulta:  0,0P . 

 



e) Data la   xyyxyxyxf 222, 232   il suo gradiente       yxfyxfyxf yx ,,,,  , per cui, 

essendo   yyxxyyxf x 264, 22   e   xyxxyxf y 242, 32   gli eventuali punti 

stazionari, sono dati dalle soluzioni del sistema 
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ovvero 
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

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
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
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101
21

1
0012132

2

222

yy
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y
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 quindi il punto 

stazionario risulta:  1,11P . 

 

 

 

444)))   La natura degli eventuali punti stazionari delle funzioni assegnate, risulta: 

 

a) Data la   23 362, yxyxyxf   il suo gradiente  . 

        xyyxyxfyxfyxf yx 66,66,,,, 2   gli eventuali punti stazionari, sono dati 

dalle soluzioni del sistema 
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y

x 010

0

0

0660,

0660, 222

 le cui soluzioni 

sono i due punti stazionari  0,0A  e  1,1B , quindi i due punti stazionari e per poterli 

classificare dobbiamo calcolare il determinante Hessiano, per cui   xyxf xx 12,  , 

  6,  yxf yy  ,   6,  yxf xy  ed   6, yxf yx , essendo 

       0363672,,,
2

 yxfyxfyxf xyyyxx , ed essendo   0121,1 
xxf , 

  06,  yxf yy , conseguentemente il punto stazionario trovato è di minimo ed il suo 

valore è   13621,1 f ; mentre per il punto  0,0A  essendo   360,0 fH , risulta 

questo un punto di sella. 

 

b) Data la   2223, xyxxyxf   il suo gradiente 

        yxxxyxyxfyxfyxf yx

222 2,223,,,,    . gli eventuali punti stazionari, 

sono dati dalle soluzioni del sistema ,
0

0223
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0223 22
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xxyx

yx
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  e nella 

prima si ottiene   023023 2  xxxx   le cui soluzioni sono 0x  e 
3

2
x  , 

quindi i due punti stazionari sono  0,0  e 







 0,

3

2
 . per poterli classificare dobbiamo 

calcolare il determinante Hessiano, per cui   226, 2  yxyxf xx ,    22, xyxf yy  , 

  xyyxf xy 4,   e   xyyxf yx 4,  , per cui   00,0 H , pertanto per tale punto non 



possiamo dire nulla, mentre, 
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 yxxy ff  , conseguentemente il punto 

stazionario 







 0,

3

2
 è di massimo ed il suo valore è 

27

4

3

2

3

2
0,

3

2
23



























f . 

 

c) Data la   1584236222, 22  yxyxyxyxf  il suo gradiente 

        4242,3624,,,,  yxyxyxfyxfyxf yx  gli eventuali punti stazionari, 

sono dati dalle soluzioni del sistema 
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042420,

036240,
 , 

pertanto la soluzione è  8,5A , e per poterla classificare dobbiamo calcolare il 

determinante Hessiano, per cui   04,  yxf xx ,   04,  yxf yy  ,   2,  yxf xy  ed 

  2, yxf yx , per cui        012416,,,
2

 yxfyxfyxf xyyyxx , pertanto Il punto 

stazionario trovato è un punto di massimo che ha valore   1008,5 f . 

 

d) Data la   8, 223  yxxyxf  il suo gradiente 

        yxxyxfyxfyxf yx 2,23,,,, 2   gli eventuali punti stazionari, sono dati dalle 

soluzioni del sistema 
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  da cui osserviamo che 

le soluzioni sono, dalla prima 0x  e 
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x  e dalla seconda 0y , pertanto  0,0  e 








0,

3

2
 

sono gli unici due punti stazionari, per poterli classificare dobbiamo calcolare il 

determinante Hessiano, per cui   26,  xyxf xx , e   2,  yxf yy , e   0,  yxf xy , pertanto 

avendo nel punto stazionario  0,0 ,   020,0 
xxf   ed essendo 

       04,,,
2

 yxfyxfyxf xyyyxx  , il punto stazionario trovato è di massimo locale 

stretto, che ha valore   80,0 f ; mentre nel punto stazionario 
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essendo        04,,,
2

 yxfyxfyxf xyyyxx , il punto stazionario trovato è di sella. 

 

e) Data la   23 232, yxyxyxf   il suo gradiente 

        yxyxyxfyxfyxf yx 43,36,,,, 2   gli eventuali punti stazionari, sono dati 



dalle soluzioni del sistema ,
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due punti stazionari sono  0,0  e 
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9
;. per poterli classificare dobbiamo calcolare il 

determinante Hessiano, per cui   xyxf xx 12,  ,    4, yxf yy ,   3, yxf xy   e 

  3, yxf yx , per cui   948
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x
yxH f

, controlliamo quindi la natura del 

punto  0,0 ,   090,0 fH  abbiamo un punto di sella, mentre per il punto 
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punto di minimo ed il suo valore è 05273.0
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555)))   Delle funzioni date, i punti stazionari, nel rispetto dei vincoli, hanno la seguente 

natura: 

 

a) Data la   50071101.001.004.0, 22  yxyxyxyx  con vincolo massimo 

100 yx , che possiamo esprime in funzione di una variabile, 

  xxgxy  100100 , per cui la funzione diventa 

         50010071110001.010001.004.0,
22  xxxxxxxgx , funzione di 

una variabile   50077001101.0210001.004.0ˆ 222  xxxxxxxx , ovvero 

  100504.0ˆ 2  xxx  la cui derivata prima risulta 

    5.62
08.0

5
0508.00ˆ508.0ˆ  xxxxx   e si annulla nel punto 

5.62x , per cui 5.375.62100 y ; ed osservando che   008.0ˆ  x , il punto 

trovato è di massimo, e, se la funzione esprime il profitto, il suo massimo, nel rispetto del 

vincolo, risulta 

             25.2565005.3775.62115.3701.05.375.6201.05.6204.05.37,5.62
22



. 

 

b) Data la   1, 22  yyxyxf  con vincolo 122  yx , che possiamo esprime in funzione 

di una variabile,   2222 11 yxygyx  , per cui la funzione diventa 

     yyyyyygfyh  11, 22 , quindi per  1,1y , i valori che assume la 

funzione f sono dati dalla funzione h e sia nel punto   11 h , conseguentemente 



01122  xx , così come   11 h  e conseguentemente   011
22  xx . Se 

consideriamo ora il gradiente della funzione   1, 22  yyxyxf   

        12,2,,,,  yxyxfyxfyxf yx , gli eventuali punti stazionari, sono dati dalle 

soluzioni del sistema 
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f , che risulta essere il minimo assoluto;   11,0 f  valore 

massimo assoluto, ed   11,0 f  punto intermedio. 

 

c) Data la   zy
yx

zyxC 24
2

5
4

8,,
22

  con vincolo massimo 80 zyx , che 

possiamo esprime in funzione di una variabile, yxzzyx  8080 , per cui la 

funzione diventa     yxy
yx

yxgyxC  8024
2

5
4

8,,,ˆ
22

, ovvero 

     177
2

2
4

,ˆ,,,
22

 y
y

x
x

yxCyxgyxC  il cui gradiente è 

  







 1ˆ,2

2
ˆ,ˆ yC

x
CyxC yx , gli eventuali punti stazionari, sono dati dalle soluzioni 

del sistema ,
1

4
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2
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



















y

x

y

x
 e quindi il punto stazionario è  1,4  e se osserviamo 

l’Hessiano, per cui 
2

1ˆ xxC ,  1ˆ yyC , 0ˆ xyC   e 0ˆ yxC , per cui  
2

1

10

0
2

1

,ˆ yxH
C

, 

quindi la natura del punto  1,4  è di minimo, che nel vincolo forniscono 751480 z  e 

danno un costo complessivo   5.17275241
2

1
5

4

4
8,,

22

zyxC . 

 

d) Data la   zyxyxyxzyxg 273224,, 22   con vincolo massimo 100 zyx , 

che possiamo esprime in funzione di due variabili, yxzzyx  100100 , per 

cui la funzione diventa       yxyxyxyxyxyxhyxg  100273224,,,, 22  

, ovvero   20055224, 22  yxyxyxyx  il cui gradiente è 

   524,528,  xyyxyx yx  , gli eventuali punti stazionari, sono dati dalle 



soluzioni del sistema 
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 e quindi il punto 

stazionario è  









14

25
,

14

15
 e se osserviamo l’Hessiano, per cui 8xx ,  4yy , 2xy  

e 2yx , per cui   28432
42

28
, 




yxH , quindi la natura del punto 



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25
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14

15
 è di minimo, che nel vincolo forniscono 

14

1390
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14
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100 z , e quindi la 

terna soluzione del sistema risulta 
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




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1390
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14
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 che fornisce un costo complessivo 

pari a:  
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e) Data la   5051001.002.02.0, 22  yxyxyxyx  con vincolo massimo 20 yx

, che possiamo esprime in funzione di una variabile, yxyx  2020 , per cui la 

funzione diventa      704.719.0, 2  yyyyyh  , la cui derivata prima risulta 

  4.738.0  yy  e conseguentemente  
38.0

4.7
04.738.00  yyy  , 

quindi si annulla nel punto 
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4.7
y , per cui 
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20  xxyx ; ed osservando che   038.0  y , 

il punto trovato è di massimo, e, se la funzione esprime il profitto, il suo massimo, nel 

rispetto del vincolo, risulta 
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666)))   Per le funzioni date, servendosi della funzione lagrangiana, i punti stazionari, nel 

rispetto dei vincoli, risultano: 

 

a) Data la funzione   50071101.001.004.0, 22  yxyxyxyx  con vincolo 

  100,  yxyxg , si osservi che      0,01,1,  yxg ; pertanto la funzione 



Lagrangiana è    10050071101.001.004.0,, 22  yxyxyxyxyxL  , ed il 

suo gradiente posto uguale a zero risulta: 
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Siamo di fronte ad un sistema di Cramer in quanto il determinante della matrice incompleta 

risulta 08.0  e quindi le due incognite, per la regola di Cramer, sono 
08.0

01100

102.07

101.011


x  ed 
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
y ; ovvero 
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b) Data la funzione   1, 22  yyxyxf  con vincolo   1, 22  yxyxg , si osservi che 

     0,02,2,  yxyxg ; pertanto la funzione Lagrangiana è 

   11,, 2222  yxyyxyxL  , ed il suo gradiente posto uguale a zero risulta: 
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Siamo ancora di fronte ad un sistema di Cramer, ma come si nota, facilmente risolvibile e le 

due soluzioni sono  1,0  e  1,0  . 

 

c) Data la funzione   zy
yx

zyxC 24
2

5
4

8,,
22

  con vincolo 

  80,,  zyxzyxg , si osservi che      0,0,01,1,1,,  zyxg ; pertanto la funzione 

Lagrangiana è    80217
24

,,,
22

 zyxzy
yx

zyxL  , ed il suo gradiente 

posto uguale a zero risulta: 
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Siamo ancora di fronte ad un sistema di Cramer, ma come si nota, facilmente risolvibile e 

l’unica soluzione è la terna  75,1,4 . 

 

d) Data la funzione   zyxyxyxzyxg 273224,, 22   con vincolo 

  100,,  zyxzyxh , si osservi che      0,0,01,1,1,,  zyxh ; pertanto la funzione 

Lagrangiana è    100273224,,, 22  zyxzyxyxyxzyxL  , ed il suo 

gradiente posto uguale a zero risulta: 
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Siamo ancora di fronte ad un sistema di Cramer, ma come si nota, facilmente risolvibile e 

l’unica soluzione è la terna 









14

1390
,

14

25
,

14
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. 

 

e) Data la funzione   5051001.002.02.0, 22  yxyxyxyx  con vincolo 

  20,  yxyxg , si osservi che      0,01,1,  yxg ; pertanto la funzione 

Lagrangiana è    205051001.002.02.0,, 22  yxyxyxyxyxL  , ed il 

suo gradiente posto uguale a zero risulta: 
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Siamo di fronte ad un sistema di Cramer in quanto il determinante della matrice incompleta 

risulta 38.0  e quindi le incognite, per la regola di Cramer, sono 
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