Esercitazione n. 10 (svolgimento)

1) Lostudio ed il grafico delle funzioni assegnate, risulta:

X+2
x-1

a) Data la funzione f:X — f(x)= eR

Insieme di definizione:
Essendo una funzione razionale, il numeratore e definito X+2>0< X e [— 2,+oo[,

il denominatore ¥x € R—{L},

pertanto X =[-2,4+o V(R - {L})=[- 2] U L +oq

Quindi tale funzione € definita VX [— 2,]{U ]1,+oo[, OVVero

fi 22Ul - F(x) =2 e R

Segno della funzione:
Essendo il numeratore sempre positivo, vedere dove f(x)>0 < x—1>0< x>1

Pertanto f(X)>0 < X € Lo X = [L+od
Conseguentemente f(x)<0< xe oo d[NX =21

Si osserva che f(—2)=0, quindi tocca il punto (—2,0). Mentre f(0)=—/2 pertanto passa per il

punto (O,—\/E).

Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione
X—>Xg

che non appartiene al dominio e nell’estremo superiore.

lim f(x)—hmﬁllm——\/—( )=

x—=1" x=1" x=1 X —

lim f(x)= Ilmmnm—_\/_(ﬂo)

x—1" x—1* x—1" X —

21,2 N 1.2
X+2 X X2 _im X X2

lim f(x)= lim = lim

X—>+00 x>t X —1 X—>+00 X(]_ B 1) X—>+0 X(]_ B 1}
X X




Pertanto la retta X =1 & un asintoto verticale a destra ed a sinistra, mentre le retta y=0 ¢ un
asintoto orizzontale a destra.

Derivata prima e monotonia:

x-1
—VX+2
1(x)= 2./x+2 _ x—1—2(x+2): -x-5 X+5 quindi
x—1 x-1P2Jx+2  (x-1f2vx+2  (x-1f2Vx+2 "
(x-1) (x-1)° (x-1)° (x-1)°
f'(x)>0 - X+3 X+3 <0, pertanto essendo il denominatore

PR N e A ) PN o

sempre positivo nell’insieme di definizione della funzione, tranne nel punto —2, & sufficiente

studiare X+5<0&ex<-5< XG]»oo,—S[ﬂ X=09, ed osservare che
X+5
— lim = —oo conseguentemente la funzione € strettamente decrescente nel suo
=2 (x+1)° 24/ % + 2
dominio.

Derivata seconda e concavita:

(x—1)24/x+2 - (x+5){( ox+2 + 2(x-1y

2\ X+2
f ”(X) —
((x 1) 2% +2 )
(x=2)°2(x +2)— (x +5)2(x —1)2(x +2) - (x+5)x -1)° _
((x —12Jx+ 2)2 VX +2
(x—1)(x —1)2x +4)— (x+5)4x+8)— (x+5)x ~1)) _ (x—1)3x? +30x +39)
((x—1)22\/x+2)2\/x+2 ((x—1)22\/x+2)2\/x+2
essendo il denominatore sempre positivo nell’insieme di definizione della funzione, per studiare
f"(x)> 0 & sufficiente studiare (X —1)(3x2 +30x +39)> 0, per cui essendo il delta del polinomio

di secondo grado positivo, f"(x)>0<> x e |-2,-5+23|UTL+od pertanto la funzione ¢
strettamente convessa in VXe J—Z,—S +243 [U IL+oco[ mentre & strettamente concava in
VX e J—5+ 2\/5,1[ con punto di flesso proprio in —5+ 243

, pertanto

-5+23
(-20) )
0-2)



b) Data la funzione f : X — f(x):xz—_le R
X°—4

Insieme di definizione:
Essendo una funzione razionale, il numeratore ¢ definito VX e R,

il denominatore, x> —4>0< (X — 2)(x + 2) >0 xe ]»oo,—Z[U ]2,+oo[
pertanto X =X € |-o0,~2[UR,+oq[NR=x € |- o0, 2[U ]2, +]

Quindi tale funzione € definita VX e X e ]—oo,—Z[U ]2,+oo[, ovvero

x-1

VX2 -4

f: oo, —2[U R o[ - f(x)= eR

Segno della funzione:
Essendo il denominatore sempre positivo, vedere dove f(x)>0 x—1>0< x>1

Pertanto f(X)>0 < x e JL+ac N1 X = ]2, +]
Conseguentemente f(x)<0< oo I[N X =002

Limiti significativi:
Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nei punti di accumulazione che

X—Xg

non appartengono al dominio e nell’estremo inferiore e superiore.

R O B o

lim f(x)= lim = lim ——=<—=Ilim

X—>—00 ( ) X—>—00 /XZ _4 X—>—00 ) 4 X—>—00 4
x| 1-— IX,[1-—

X X

. ) . 1

Jim £(¢)= fim (x~1) lim ———r = =3+ o) = —o0

lim f(x)= lim (x—1)lim 1 =1(+) = +o0

x—2" x—2" x—2" X2 —4

lim f(x)= lim —=— = lim —— X~ __ lim —"4:

X—>+00 X—>+00 x2—4 X—>+00 4 X—>+00
xz(l—xzj X 1—7

Pertanto la retta y=-1 e un asintoto orizzontale a sinistra, mentre la retta y =1 € un asintoto

orizzontale a destra. Inoltre le rette Xx=—-2 e x =2 sono rispettivamente due asintoti verticali a
sinistra ed a destra.

Derivata prima e monotonia:



VX2 —4 - x—1)_ 2%
£1(x)= ( )2«/x2—4 _ X —A-xP X X—4 quindi
(x*-4) (C-aNx?-4 (E-aNx>-4 "

, X—4 . . .
f (x) >0 >0, pertanto al denominatore essendo la radice positiva
(x2 —4Nx* -4
ye . .. . . . . X—4 X—4
nell’insieme di definizione della funzione, € sufficiente studiare >0 ——+«——>0,

(x> —4) (x—2)x+2)

conseguentemente  f'(X)>0<> xe B+ ed & f'(x)<0= xel-wo,-2[UR4 pertanto la
funzione € strettamente decrescente in ]—oo,—2[U]2,4[e strettamente crescente in ]4,+oo[.
Conseguentemente f’(4): 0 quindi la funzione ha un punto di minimo relativo ed il suo minimo ¢

J3

2

Derivata seconda e concavita:

. (x? — 4N/ —4—(x—4){2xm+g‘j/%‘} ]

o]
_ (X2 - 4XX2 - 4)— (x- 4)2X(X2 - 4)— x(x - 4)()(2 - 4) _ (_ 2x +12x - 4) , pertanto essendo

o - api=af i = b —af Vi =

il denominatore sempre positivo nell’insieme di definizione della funzione, per studiare f "(X) >0e

sufficiente studiare —2x°+12x—4>0«< 2x* —-12x+4<0, per cui essendo il delta del
polinomio di secondo grado positivo, f”(x)>0<:> Xeb—ﬁ,3+ﬁl pertanto la funzione é

strettamente concava in ]—oo,—2[, g strettamente convessa in J2,3+ ﬁ [ mentre ritorna strettamente

concava in b+ \/7,+ool con punto di flesso proprio in 3+ J7.

y=1

gt ' [ ﬁ} b7, 7B+ 47)



¢) Data la funzione f:X — f(x)=log,, log, xR

Insieme di definizione:
Essendo una  funzione  composta  della  funzione logaritmica, deve

log, x>0=log,1< x e L+,
pertanto X = ]1,+oo[
Quindi tale funzione ¢ definita VX ]1,+oo[, OVVEro

f:Jl+oo[ > f(x)=log,, log, xeR

Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0 <> log,, log, x>0=log,,1<> log, x <1=log, 2 <> x <2

Pertanto f(x)>0<xe-0,2[NX =12
Conseguentemente f(x)<0 <> X € 2,+00[ N X = ]2+

Si osserva che (2)=0, quindi passa per il punto (2,0)

Limiti significativi:

essere

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim (x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione
X—Xo

che non appartiene al dominio e nell’estremo superiore.

x—1" x—1"

conseguentemente lim log,, y =+o0 , quindi lim(logy, log, )= +o0
y—0 x—1

X—>+00

lim log,, y =—o0
y—>+0

Pertanto la retta X =1 & un asintoto verticale a destra.

Derivata prima e monotonia:

Iimf(x)zli_rﬂ(logmlogzx), trattasi di funzione composta, per cui limlog,x=0 e

lim f(x)= XILrPOO(Iog]/2 log, x)=—c0, in quanto lim log, x=-+0 e  conseguentemente

log,, € log, e 1
f'(x)=log,, log, x= %L =log, elog,, e————, quindi
0g,X X xlog, x
' Iogz elogj/z € . . . .. .
f (X)> = |— >0, pertanto essendo il denominatore positivo nell’insieme di
xlog, x

definizione della funzione, & sufficiente constatare che Iogme € negativo,

quindi

f(x)>0xe@ mentre f'(x)<0<> xel+o pertanto la funzione & strettamente

decrescente nel suo insieme di definizione ]1,+oo[.

Derivata seconda e concavita:



X
—log, elog,, e{log2 x+;|092 e} _ —log,elog,, e(log, x+log, e) _

f7(x)= = =

(xlog, x) (xlog, x)
—log, elog,, elog, x—(log, e)° log,, e : : .
= 5 , pertanto essendo il denominatore sempre positivo
(xlog, x)

nell’insieme di definizione della funzione, per studiare f”(X)>0 e sufficiente studiare

—log, elog,, elog, x > (log, e)’ log, , e < —log, elog, x> (log, e)’, ovvero

f ”(x) >0 Xxe ]1,+oo[ pertanto la funzione é strettamente convessa nel suo dominio.

"

@0)

d) Data la funzione f:X — f(x)=log,(x+2)eR

Insieme di definizione:
Essendo una funzione logaritmica, deve essere X +2 >0 <> X € |-2,+od],

pertanto X = |- 2,4oc]
Quindi tale funzione é definita VX € ]— 2,+oo[, ovvero
f:]-2,40 > f(x)=log,(x+2)eR

Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0<« log,(x+2)>0=log,1< x+2>1< x>—1

Pertanto f(X)>0 < x € -4+ X = ]-1,+0q
Conseguentemente f (x)< Oe=xe ]»oo—l[ﬂ X = ]» 2,—]{

Si osserva che, f(~1)=0 ed, f(0)=1 quindi passa per i punti (~1,0) e (0,1)

Limiti significativi:

risulta



Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione
X—>Xg

che non appartiene al dominio e nell’estremo superiore.
lim f(x)= lim log,(x+2)=—c, in quanto trattasi di funzione composta, per cui
x—-2" x—>—2"

lim (x+2)

=0 e conseguentemente limlog, y =—o0
x——2" y—0
= lim Iogz(x+2)=+00, sempre trattandosi di funzione composta, si ha
X—>+00

lim f(x)
X—>+00
=+o0 e conseguentemente lim log, y =+oo
y—>+0

lim (x+2)

X—>+00

Pertanto la retta X =—2 € un asintoto verticale a destra.

X+

Derivata prima e monotonia:
, log, e ey log, e . .
f ( )=g—22 , quindi f (X)>O<:>g—22>0, pertanto essendo il denominatore positivo
X+
nell’insieme di definizione della funzione, & sufficiente constatare che log,e e positivo, quindi

f'(x)>0< xe -2+ owvero la funzione & strettamente crescente nel suo insieme di

definizione |-2,+oc[.

Derivata seconda e concavita:
pertanto essendo il denominatore sempre positivo nell’insieme di definizione

—log, e
fﬂ(x): gZ =,

(x+2)
della funzione, per studiare f”(x)>0 & sufficiente constatare che log,e & positivo, quindi

f"(x)>0< xe@ conseguentemente risulta f"(x)<0 < x e |-2,4+od pertanto la funzione &

strettamente concava nel suo dominio.

e) Data la funzione f:X — f(x)=2"-3eR



Insieme di definizione:
Essendo una funzione esponenziale meno una costante, € definita in tutto R,
pertanto X =R

Quindi tale funzione ¢ definita VX € R, ovvero
f:Ro f(x)=2*-3eR

Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0<> 251 >3=2"%% < x? —1>log,3<> x2 >1+log, 3

Pertanto f(x)>0< [ >/1+log,3 < x e J—oo,—\/l—l— log, 3[U L/1+ log, 3,+oo|_
Conseguentemente f(x)<0<> xe J—\/1+ log, 3,,/1+log, 3[

Si osserva che ¢ una funzione pari, f(— \/1+ log, 3): f(\/1+ log, 3)= 0, quindi passa per i punti

(—\/1+I0923,0) e (\/1+Iogz3,0). Inoltre essendo f(O)z—g , tocca il punto (0,—%)

Limiti significativi:
Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(X,), pertanto ha senso calcolare il limite nell’estremo inferiore e

X—>Xg

superiore del dominio.

lim f(x)= lim (2Xz_1—3)=+oo, in quanto trattandosi di funzione composta, si ha

X—>+00 X—>+o0

lim (x2 —1): +00 e conseguentemente lim 27 —3 =+o0

X—>+00 y—>+o0

lim f(x)= lim (2Xz‘1—3):+oo, in quanto trattandosi di funzione composta, si ha

X—>—00 X—>—00

lim (x2 —1): +00 e conseguentemente lim 2 —3=+oo

X—>—0 y—>+o0

Derivata prima e monotonia:
x2-1
f ’(X): | 2X ., pertanto, trattandosi del rapporto tra una funzione esponenziale ed un logaritmo
og,e

positivo, risulta f'(x)>0 <> 2x >0, quindi la funzione & strettamente crescente in ]0,+od[ ovvero

strettamente decrescente in ]»oo,O[. Conseguentemente ha in zero un punto di minimo assoluto

o4

Derivata seconda e concavita:
2
2)( -1
f ”(X) _
log, e
conseguentemente  f "(x) <0< xed pertanto la funzione & strettamente convessa nel suo
dominio.

(2+4x2 IOQEZ), che come si pud osservare risulta f"(x)>0<xeR e




f) Data la funzione f: X — f(x)= Iog%(l—zx)e R

Insieme di definizione:
Essendo una funzione logaritmica, deve essere 1—2* >0 < 2* <1=2° < x e |-o0,0
pertanto X = J-o0,0

Quindi tale funzione é definita VX e ]—oo,O[, OVVEro

f:]o0,0[ = f(x)= Iogj/S(l—ZX)e R
Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0< Iogj/s(l—ZX)> 0=log,s1<1-2" <1< 2" >0

Pertanto f(x)>0<> xeRNX =]-o0,0]
Conseguentemente f(x)<0< xe @

Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione
X—>Xg

che non appartiene al dominio e nell’estremo inferiore.

lim f(x):lim Iogj/s(l—ZX):Jroo, in quanto trattasi di funzione composta, per cui
x—>0" x—0"

lim (1— 2X)= 0 e conseguentemente 'y'i‘?) log,s y =+

x—>0"

lim f(x): Iirp Iogj/s(l—Zx):O, sempre trattandosi di funzione composta, si ha lim (1—2X):1

X——0 X—>—00

e conseguentemente limlog,; y =0
y—1

Pertanto la retta y =0 e un asintoto orizzontale a sinistra e la retta X =0 & un asintoto verticale a
sinistra.



Derivata prima e monotonia:
%Ioge 2., quindi f'(x)>0< log,s e%loge 2>0, ed osservando che il
logaritmo decrescente & negativo come pure la funzione, f'(x)>0< xe ]»oo,O[ quindi la

funzione é strettamente crescente in ]»oo,O[, ovvero nel suo insieme di definizione.

f'(x)=log,,e

Derivata seconda e concavita:
f"(X):— log, 2 (1—2X)2X log, 2_2X(_ 2*log, 2):_ log, 2 2*log, 2
log, 1/5 (1—2X)2 log, 1/5 (1_2X)2 ,

logaritmo decrescente & negativo, risulta f "(x) >0 Xe ]—oo,O[ pertanto la funzione e
strettamente convessa nel suo dominio.

ed osservando che il

x=0
y=0
. x—-1
g) Data la funzione f:X — f(x)=log, —— e R
X+1
Insieme di definizione:
: o x—1 o . .
Essendo una funzione logaritmica, deve essere 1 >0, quindi il numeratore & positivo
X+
Xe ]1,+oo[ il denominatore e positivo Xe ]—1,+oo[, conseguentemente
x-1
— >0 xelo-1UL+mo
= Foot{U ]

pertanto X = J-o0,~1[U JL+od]

Quindi tale funzione € definita VX € ]—oo,—l[U ]1,+oo[, OVVero

f:Joo,—1[U Lo — f(x):Iogz)):—:‘Le R

Segno della funzione:

Deve essere f(x)>0<:>Iogzx—_i>0=Iogzl<:>X—_1>1<:>_—2>O
X+

X+1
Pertanto f(x)>0 < x e J-o0,~ N X =00,
Conseguentemente f (x)< 0= xe ]—1,+oo[ﬂ X = ]1,+oo[



Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x, ), pertanto ha senso calcolare il limite nei punti di accumulazione che
X—>Xo

non appartengono al dominio e nell’estremo inferiore e superiore.

. -1 . : : x-1
lim f(x)= lim Iog2 =0, trattandosi di funzione composta, si ha lim —=1
X—»—00 X—»—00 X+1 x>0 X +1
conseguentemente Ilm log,y=0

x—>-1" x—>-1"

: -1 . . : :
lim f( )— lim Iog2 1:+oo, in quanto trattasi di funzione composta, per cui
+

. ox=1 . 1 :
lim =— = lim (x=1) lim ——=-2 lim ——=-2(—w)=+0 e  conseguentemente
x=>-1 X+1 xo-1° x—>-1 X+1 =1 X+1

lim log, y =+
y—>+o0

. x—=1 x—=1
lim f( )— lim log, — = —o0, in quanto trattasi di funzione composta, per cui lim——=0 e

x—1" x—1" X+ x-1" X +1

conseguentemente Iing log, y=—
y—>

: -1
lim f(x)= lim Iog2 =0, trattandosi di funzione composta, si ha lim X—lzl

X—>-+00 X—>-+00 X + x>+ X +1

conseguentemente Iqu log,y=0
y—

Pertanto la retta y =0 & un asintoto orizzontale a sinistra e a destra, mentre le rette x=-1 ed
X =1 sono rispettivamente due asintoto verticali a sinistra ed a destra.

Derivata prima e monotonia'
X+1Xx+1-x+1
f'(x)=log, > =log, e

Xx+1 x-1 (x+1)2

2
———— >0
(x—1)x+1)

f’(x)> Oe=xe ]—oo,—]_[U]].,+oo[ quindi la funzione e strettamente crescente nel suo insieme di
definizione.

] s -
nge(x—l)(x+l) , quindi

f'(x)>0< log, e ed osservando che il logaritmo crescente € positivo,

Derivata seconda e concavita:

2 —2X
f"(x):logze(z—)zlogzez—, ed osservando che il logaritmo & positivo, risulta
x" -1 (xz—l)2

f"(x)>0< log, €? >0 -2x>0 xe oo, conseguentemente

—2X
(-1
f"(x) <0< —2x <0< x e JL+od pertanto la funzione ¢ strettamente convessa in |-oo,—1[ ed &
strettamente concava in [L,+oo[ .



h) Data la funzione f : X — f(x)=logar cos Iogm(zX —1)e R

Insieme di definizione:
Essendo una funzione logaritmica, deve essere arcoslogw(ZX —1)>0=arccos(cosO), quindi

—1£Iogu4(2x—1)<c030:1<:>—1-log]/4%£Iogw(zx—1)<1:Iogj/4%<:>%<2x—1£4
S 5 X IOQZE X log, 5 5
infine Z<2 <52 4<27<2™ o xe IogzZ,IOQZS

pertanto X = }Iog2 % log, 5}
. e 5
Quindi tale funzione & definita VX }Iog2 7 log, 5} , OVVEro

i :}Iog2 % log, 5} — f(x)=logar coslogw(zX —1)e R
Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0 < logar cos Iog]/4(2X —1)>O: log1l quindi

arcoslog,, (2X —1)> 1=arcos(cosl) < —1-log,, % <log,, (2X —1)< cosl=cosl-log,, %

pertanto

cosl cosl |ng[ 1 CDSlJrl] cosl
[1) <2'-1<4d < (%) +1=2 (4) <2"<5=2"%° o xe ]Iw{[%) +1], log, 5]

4

cosl cosl
Pertanto f(x)>0< xe ]Iog{(%) +1} log, 5] NX = ]Iog{(%) +1} log, 5}



cosl cosl
Conseguentemente f(x)<0< xe ]— 0, Iogz((%) +lj{ NX= ]Iog2 Iog{(ij +l}{

Si osserva che f(log,5)=logar coslog,, (2"’925 —1)= logar coslog,,(4)=log 7, quindi tocca il

cosl
punto (Iog25,log7r) ed inoltre f[log{(%) +1B—Oquindi passa per il punto

{3

Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare il limite nel punto di accumulazione
X—>Xg

che non appartiene al dominio.

lim f(x)= lim IogarcoslogM(ZX —1):—oo, in quanto trattasi di funzione composta,

x| lo E_ x—| lo E_
924 924

per cui lim 7(2*—1):§—ﬂ:1 , quindi lim Iogmy 1, ovvero I|rr1|arcocosz_0 e
xa[logzgj 4 4 4 Y%Z =
Lirrg log, k =—oo conseguentemente  lim _logar coslog,, (2X —1): —

x—{logzgj
5. . . -
Pertanto la retta X = |Og2 Z € un asintoto verticale a sinistra.

Derivata prima e monotonia:
1 -1 log,, e

ar cos Iogw \/1 |Og]/4(2x _1)) 2* 1
1 -1 log, , €
ar coslogw (2x - \/1 |Ogj/4(2x _1))2 2" -1

osservando che il logaritmo decrescente € negativo e la funzione al denominatore é strettamente

f'(x)= Iogarcoslogm( x 1) 2" log, 2

quindi f'(x)>0=

2"log,2>0, ed

" 5 - N
positiva, f'(x)>0< Xe:||0gzz,|0g25:| quindi la funzione & strettamente crescente nel suo
insieme di definizione.

Derivata seconda e concavita:
14 Iog 2X
fr(x)=——=¢
log. ]/4 1)\/1 (log,,(2* ~1)f"ar coslog,, (2* —1)
log, 2 2" Ioge 1)\/1 |og]/4(2x—1)) arcoslog]/4(2 —1) [ —1)\/1 Iogm( )) arcos

log, V4 (2X —1)\/1—(Iog]/4(2X —1))2 ar cos Iog]/4(2X - )




svolgiamo separatamente la D(2X —1)\/1—(Iogy4 (2x —1))2 arcoslog,, (2X —1):

(2X —l)ar cos log (2X —1) 2(Iog (2X —1)
= 2" log, 2y/1—(log,, (2* 1)/ ar coslog, (2* —1)+ i - 2" log, 2+
\/ (Iog,., (2* 1)) wl2-1) 2\/1_009]/4(?_1))2 (2*-1)

1 2(log, . (2" ~1)) _
+(2* -1}/1-(log,, (2" -1 ] J/f 2"log,2 pertanto risulta
R

f"(x)>0<> xe@ conseguentemente f"(x)<0< xe }Iog2 % log, 5} pertanto la funzione e

strettamente concava nel suo insieme di definizione.

i) Data la funzione f : X — f(x)=arctg log,, (3X —9)e R

Insieme di definizione:
Essendo una funzione arcotangente definita in R, é sufficiente studiare la funzione logaritmica,

quindi 3 —9>0=3" >3 & x>2< xe 2+
pertanto X = |2,+od]

Quindi tale funzione é definita VX € ]2,+oo[, OVVEro
f: o — f(x)=arctglog,, (3" —9)eR

Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0< arctg log,, (3X - 9)> 0=arctg(tg0) quindi

|093/2(3X —9)> (tg0)=0=log,,1<3* -9>1< 3" >10=3"%"" < x > l0g,10 < X € Jlog, 10,+oq

Pertanto f(x)>0 < x € Jlog,10,+od N X = Jlog, 10,+oc]
Conseguentemente f(x)<0 < x e |-o0,log,10[N X = ]2,l0g, 10



Si osserva che f(log,10)=arctg log,, (3'°g31° —9): arctg log,,1=0, quindi passa per il punto

(log,10,0)

Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x, ), pertanto ha senso calcolare il limite nei punti di accumulazione che
X—Xg

non appartengono al dominio e nell’estremo superiore.

x“_[? f(x): XI|_)r£1 arctg Iogg/z( X —9)=—E, in guanto trattasi di funzione composta, per cui

lim (3X —9): 0, quindi Iirrg log,, y =— e conseguentemente lim arctgz = —%
y— I—>—0

x—2"

lim f(x)= lim arctg Iogs/z( —9)=%, in quanto trattandosi di funzione composta, si ha

X—>+0 X—>+0

lim (3X —9) +o0 quindi Ilm Iogg/2 y = +ooe conseguentemente lim arctgz —%

X—>+00 Z—>+0

Pertanto laretta y = E € un asintoto orizzontale a destra, mentre a sinistra, tende al punto (2,—Ej )

Derivata prima e monotonia:

1 log,, e
1+[Iogs/2(3x—9)] (3 -9
lo o

9y2° > > XogeB>0, ed osservando che sia il numeratore che il
1+[Iog3/2(3x—9)] ( _9)

denominatore sono strettamente positivi, f'(x)>0 < x € |2,+od] quindi la funzione ¢ strettamente
crescente nel suo insieme di definizione.

f'(x)= )3" log, 3., quindi

f'(x)>0<

Derivata seconda e concavita:

3" log, 3—3*([Iog3/2 (3 —9)2]3X |o(gexs’_|(;g; #2% (3 _9)1 3 log, 3ﬁ+ llog,, (3 -9)f )}

f ”(X) _ Ioge 3

log,. 3/2 [(1+[I093/2 (- X3X Jz
_3X(|09e3)2 1_3X([|093/2(3X JI093/2e+(1+[|0g3/2(3X 9)] )) dove si osserva che il
log, 3/2 [@+[|Og3/2 (3 —9) ]X3x_ J2

numeratore , nel suo insieme di definizione & sempre negativo, pertanto risulta f "(x)> O xed

conseguentemente f”(x)<0<:> XE]2,+OO[ pertanto la funzione e strettamente concava nel suo
insieme di definizione.



j) Data la funzione f:X — f(x)=arcsen(2x-1)e R

Insieme di definizione:
Essendo una funzione arcoseno, deve essere —1<2x-1<1>0<2x<2 < xe[0]],
pertanto X =[0,1]

Quindi tale funzione é definita VX e [0,1], OVVEro
f:[01]— f(x)=arcsen(2x-1)eR

Segno della funzione:
Deve essere f(x)>0 <> arcsen(2x—1)>0=arcsen(sen0) <> 0<2x-1<1<1<2x<2.

Pertanto (x)>0< xe }% ,1} NX= }% ,1}

Conseguentemente f (X) <0 xe {O,%[ NX = {0,%{

Si osserva che f(%)zarcsen(Zx—l)zo, quindi passa per il punto (%,0), inoltre

f(0)=arcsen(-1)= —% ,mentre f(1)=arcsen(l)= % , quindi la funzione tocca i punti (O,—%)

£

Limiti significativi:

Essendo una funzione continua per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x,), ed essendo definita in un intervallo chiuso e limitato non ha senso
X—>Xg

calcolare ulteriori limiti.

Derivata prima e monotonia:



2

2
J1-(2x-1) J1-(2x -1y

che il denominatore é strettamente positivo, f ’(X) >0 xe [0,1] quindi la funzione é strettamente
crescente nel suo insieme di definizione.

f'(x)=arcsen(2x —1)= . quindi f'(x)>0< >0, ed osservando

Derivata seconda e concavita:
4(2x-1)2

f7(x)= - 2,1-(2x-1)’ 4(2x-1)

( 1_(2)(_1)2)2 :_(\/1—(2X—1)2)2\/1_(2)(_1)2 ' pertanto risulta

f"(x)>0< —4(2x-1)>0<>2x-1<0 quindi la funzione & strettamente convessa per

1 . 1 . 1
Xe {OE{ , mentre risulta strettamente concava per X e }E ,1} , conseguentemente il punto (on

risultera un punto di flesso proprio per f.

k) Data la funzione f : X — f(x)=arcsen(2* —1)e R

Insieme di definizione:

Essendo una funzione arcoseno, deve essere —1<2* -1<1<0<2* <2 < x<1,
pertanto X = J-o0/1]

Quindi tale funzione é definita VX e ]» oo,l], OVVero
f:}ood]— f(x)=arcsen2* —1)eR

Segno della funzione:

Deve essere f(x)>0 <> arcsen(2* —1)> 0 =arcsen(sen0) <> 0 < 2" —1<1¢>2° =1< 2" <2.
Pertanto f(x)>0< xe AN X =]0]]

Conseguentemente f(x)<0 <> x e |-o0,0[N X = ]-0,0



Si osserva che f(0)=arcsen(2°~1)=0, quindi passa per il punto (0,0), mentre
f (1) = arcsen(l) = % , quindi la funzione tocca il punto (1, %) :
Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x,), pertanto ha senso calcolare solo il limite nell’estremo inferiore.
X—Xg

X—>—0 X—>—00

lim f(x)= lim arcsen(ZX—l):—%, in quanto trattandosi di funzione composta, si ha

lim (ZX —1)2 —1 quindi Iimlarcseny = —%
y—-

X—>—00

V2N . . .
Pertanto laretta y = —E € un asintoto orizzontale a sinistra.

Derivata prima e monotonia:

f'(x)= arcsen(2X —1)= 2" log, 2 2" log, 2

Vi (27 -1f Vi- (27 -1f

che sia numeratore che il denominatore sono strettamente positivi, e che la funzione derivata non &

. 2" log, 2
definita nel punto 1, e si osserva che |IM ——————
1= (20 -1f

f'(x)> 0 < x € |-o0,1] quindi la funzione ¢ strettamente crescente nel suo insieme di definizione.

. quindi f'(x)>0s >0, ed osservando

=2log, 2(+ )=+, pertanto

Derivata seconda e concavita:
£"(x) = 2*(log, 2)’ i -1f J 22" 1) __ 2"(log, 2)°2* 2
1- (2 —1)2[ 1—(2x—1)2) 1- (2" —1)2( 1—(2x—1)2j

si puo osservare risulta f”(x)>0 <> x e |-o0,1] quindi la funzione & strettamente convessa nel suo
insieme di definizione.

, come



l) Data la funzione f : X — f(x)=arcos(2—log,,(2x+1))e R

Insieme di definizione:
Essendo una funzione arco coseno, deve essere —1£2—Iog]/2(2x+1)£1, OVVero

1 1 1 1 -
—3£—Iogj/2(2x+1)£—1<:>IogwisIogu2(2x+1)£3log]/2§<:>§£2x+1£5, quindi
l—1£2x£1—1<:>—1£x£—1
8 2 16 4
pertanto X = —1,—1

16 4
. o 7 1
Quindi tale funzione é definita VX €| ——,—— |, ovvero
| 16 4
7 1]
f :[—E,—Z — f(x)=arcos(2—|og]/2(2x +1))eR

Segno della funzione:
Deve essere

f(x)>0 <> arcos(2-log,, (2x +1))> 0 = ar cos(cos0) < ~1< 2~ log,, (2x+1) <1,  quindi

~3<-log,,(2x+1)< -1 1< |ogm(2x+1)33@%szx+1<%@—lg X<t

16 4
Pertanto f(X)>O<:>X€ —1,—1 NX= _l,_l
16 4 16 4

Conseguentemente f(x)<0 < xe@NX =D

Si osserva che f (— %) =ar COS(Z - IOQJ/Z(—g +1D =71, mentre
f (— %} =ar COS(Z - Iog]/2 (2X +1)): 0, quindi tocca i punti (— % , 7[) e (— % ,0) .

Limiti significativi:
Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x, ), ed essendo definita in un intervallo chiuso e limitato non ha senso

X—>Xg

calcolare ulteriori limiti.

Derivata prima e monotonia:
1 —2log,, e

f'(X):aI’COS(Z—'Ogj/z(ZX'i‘l)):_\/1_(2_|0g]/2(2)(+1))2 (2)(+]_)

" quindi

2log,, €

(2x +1)\/1— (2-log,, (2x+1)f
negativo, mentre il denominatore nel suo dominio & strettamente positivo, pertanto

f'(x)>0<

> 0, ed osservando che il logaritmo al numeratore &




f(x)>0=xe@, quindi risulta f'(x)<0< xe }—%—%{ ed osservando che

7 . 1 . . R
fil——|= lim f'(x)=—w=f]->|= lim f(x)=—w, pertanto la funzione &
16) .= 4)
strettamente decrescente nel suo insieme di definizione.

Derivata seconda e concavita:

2,/1-(2~log,,(2x + 1) +(2x+1)

~2(2-log,, (2x +1)) { 2I0g1/2ej
f”(x):—2|og]/2 2\/1 —log,, 22(4.1)) 2X+1 )
[2x+1\/1— 2-log,, (2x +1)f }

\/ ( |091/2(2x+1) 2 Iogm 2X+1XZI°91/2 )
=-4log,, e J1-(2-log,,(2x+1)f i

[(Zx +1)y1-(2-logy, (2x +1)) T

Al 1-(2-log,, (2x+1)f +(2-log,, (2x +1)(2log, , e)
\/1 —log,, (2x+ 1) ( { 2x+1),/1- (2~ log,, (2x +1))2}
come si pud osservare il primo fattore é positivo, come pure il denominatore, quindi é sufficiente
studiare il numeratore

£(x)>0 < 1-(2—log,,(2x+1)f +(2-log,, (2x+1)(2log,,€)>0  se  si  pone
1-(2-log,, (2x+1)f +(2-log,,(2x+1))2log,, €)= g(x) e si osserva che, in

g(_%} = —Iog% e>0,eche g(—%j |Og; e <0, esistera un punto intorno a g(—%} =0,

7 21 21 1
pertanto  f"(x)>0< xe {—E _&{ e conseguentemente f"(x)<0< xe }——,——}

. . . 7 21 .
pertanto la funzione € strettamente convessa in [‘E‘&[ e strettamente concava in
1 21 21
——,—= |, con un punto di flesso proprio in | ——, f| —
4 64

i D Siamo ora in grado di tracciare

approssimativamente il grafico della funzione.



. _ x* —16
m) Data la funzione f: X — f(x)= T <R
+2X—X

Insieme di definizione:
x*—16

Essendo una funzione radice quadrata, deve essere —220, pertanto il numeratore

3+2X—X

X' ~16>0 > X2 —42 20> (¥ —4)x% +4)> 0 <> (x—2)(x+2)(x? +4)> 0 > x<—2Ux > 2

,quindi x € J-o0,—2]U[2,+[.

Mentre il denominatore risulta 3+2x—x? >0+« x?> —2x—3<0, osservando che A =16, si ha

+ 3
Xl’zz%Z{—l’ pertanto il  denominatore &  positivo XE]—LB[, per
x*-16

T >0 xe(Fo-2JUl+)NF13=[-2-10U[23
pertanto X =[-2-1[U[2,3]

Quindi tale funzione & definita Vx e [-2,~1[U[2,3], ovvero

f:-2-fU[23[— f(x)zw/?ﬁxz% eR

Deve essere f(x)>0 < ﬂ>0©ﬂ>0,quindi xel-2-JURJ
3+2x—x? 3+2x—x?

Pertanto f(x)>0<=xel-2-UR3INX =F2-1JUR3
Conseguentemente f(x)<0 < xe@NX =D

Segno della funzione:

Si osserva che f(~2)= f(2)=0, quindi passa per i punti (—2,0) e (2,0)

Limiti significativi:

cui



Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di
definizione il lim f(x)= f(x, ), pertanto ha senso calcolare il limite nei punti di accumulazione che
X—>Xg

non appartengono al dominio.

: : x*—16 _ - : :
lim f(x)= lim ———— =+, in quanto trattasi di funzione composta, per cui
x—>-1" x—>-1" {3+ 2X—X

fim =X =28 _ jim (x* ~16)= lim -2 = ~15(—c0)= o0, quindi lim /y = o0
x>1 342X — X2 xoT x>-1 342X — X? ’ yooo

: : x*—16 : o : :
lim f(x): lim . ————— =+, in quanto trattasi di funzione composta, per cui
x—3 >3 {3+ 2X—X

. ox'-16 . : 1 oL

lim —————— = lim(x* —=16)= lim ———— =65(+ ) =400, quindi lim /'y = +o0

x>3 342X — X° HB’( ) x>3 342X — X° (rec) | oV

Pertanto le rette x =—1 e X =3 sono due asintoti verticali a sinistra.

Derivata prima e monotonia:
1 4x3(3+ 2x— x? ) (x* —16)2 - 2x)

f'(x)= Y
) , [ x'-16 (3+2x—x?)
3+2x—x°

f'(x)>0= xe[-2-10U[2,3[-{-2,2} pertanto & necessario calcolare il lim f'(x) ed il

Si osserva che

x——2"

. . . . . , 1 .
lim f’(x) , per cui & sufficiente calcolare il lim f(x)—, in quanto
x—2* x—>-2" X4 -16

2 2

V3+2x—x

3 _ 2 _ 4_ _

lim f'(x)4x (3+2X X ) (X 16X2 2X)>0 e Si osserva che

x>-2' (3+ 2x — X2 )2
lim f'(x) 1 L

+ —————=+0o, cosi come il lim f (%)
2 X4 —16 X—2 X4 —16
2 2 ?
3+2X—X 3+2X—X

funzione e strettamente crescente nel suo insieme di definizione.

=+o0 pertanto la

Derivata seconda e concavita:

12%%(3+ 2% — X2 )+ 4x° (2 = 2x) - 4x°(2 - 2x) - 2(x* -16)(3+ 2x - x2f2,| =
f”(x):[ X?(3+2x— X2 )+ 4x3(2— 2x) - 4x%(2— 2x)— 2(x +2x—x2) Tl

. 2
Brax—xf2 | X 10
3+2X—X

x* ~16 .1
—[ax2(3+ 2x— %)~ (x* —16)2 - 2x)p(3+ 2x— x2)(2—2x)1/m ~23+2x-x?) 2)(4—_16

3+2x—x2

4x3(3+2x - x? ) (4x* ~16)2 - 2x)
(3 +2X— X )2

f ”(x)> O xe [— 2,—]{U [2,3[— {— 2,2} e procedendo in analogo allo studio della derivata

prima, si constata che la funzione é strettamente convessa nel suo insieme di definizione.

, da cui Si constata che




n) Data la funzione f : X — f(x)=log,,(2senx-1)e R

Insieme di definizione:
Essendo una funzione logaritmica, deve essere

2senx—1>0 < senx > % < Senx > % = sen(arcsen%} S X > % , ricordando che la funzione

. . T . . T T .
seno é periodica, e che risulta E—smmetrlca, pertanto sen(E — xj = sen(— + xj e ricordando che

7 1 . T T T - T mw 5
Sen—=— per cui ——X=—<X=— quindi —+—=—x  conseguentemente
6 2 2 6 3 2 3 6

T 5 1 . . . Tz
seng = sengﬂ = E e tenendo conto che la funzione seno é strettamente crescente in EE per

) 1 T . . . |7 5 .
cui Ssenx > E X > E mentre la funzione seno e strettamente decrescente in Egﬁ per cui
1 5 o 75
senx > — < X< —x, quindi Xe |—,—7x| .
2 6 6 6

pertanto X = }E,Eﬁ[
6 6

5
Quindi tale funzione é definita VX € }% , 67{ , OVVEro

f }%%7{ — f(x)=log,,(2senx—1)e R

Segno della funzione:
Deve essere

f(x)>0 < log,, 2senx—1> 0 =log,, 1 <> 2senx —1<1<> senx <1< X e X —{%} quindi



Pertanto f(x)>0< xe }Z,Ey{—{z}
6 6 2

[N

Inoltre f(x)=0< x=

A DN

Conseguentemente f(x)<0<>xePINX =

Si osserva che f (%) =0, quindi passa per il punto (% ,Oj

Limiti significativi:

Essendo una funzione continua, per ogni punto di accumulazione interno al suo insieme di

definizione il lim f(x)= f(x, ), pertanto ha senso calcolare il limite nei punti di accumulazione che
X—Xg

non appartengono al dominio.

lim f(x)= lim log,,(2senx—1)=-+w, in quanto trattasi di funzione composta, per cui

X—>= X——
6 6

lim (2senx—1)=0, quindi limlog, , y =+o
zt Yy

x>
6

lim f(x)= lim log,,(2senx—1)=+, in quanto trattasi di funzione composta, per cui
X X

lim (2senx—1)=0, quindi limlog,, y =+

5 y—0

X—>—71"
6

Pertanto le rette X = % e X= E 7T sono rispettivamente due asintoti verticali a destra ed a sinistra.

Derivata prima e monotonia:
2C0S X COS X

it —_— >
(2senx 1) (2senx —1)
ovvero considerando che il denominatore ¢ sempre positivo nell’insieme di definizione della

f'(x)=log,,(2senx—1)=log, , e . pertanto f'(x)>0< 2log,, e

. \ . . T 5
funzione, e sufficiente verificare 2log]/2ecosx>0c:>XE Egﬁ conseguentemente
f’(x)<0<:>x‘5}€,§{pertanto la funzione risulta strettamente decrescente in }EE{ e

. |m 5
strettamente crescente in Egﬂ' }

Derivata seconda e concavita:
— senx(2senx —1)— 2cos® x

f ”(X) =2log,, € , pertanto si osserva che

(2senx —1)°
senx(2senx —1)+ 2cos? x
f”(x)> 0 < -2log,, e ( )+2 >0 quindi considerando che il logaritmo ¢
(2senx —1)

negativo e la funzione sempre positiva, si constata che la funzione é strettamente convessa nel suo
insieme di definizione.



x:f Eo x:é}z‘
: 6 2” 6

X
0) Data la funzione f :X — f(x)=—- R

1+X

Insieme di definizione:
Essendo una funzione razionale fratta, & definita in tutto R, tranne per il denominatore diverso da
zero.

Quindi tale funzione ¢ definita Vx € R —{~1},

X-|
f: — 1 f(x)=——¢eR
]»oo ]_[U]» +oo[—) (X) l—I—XE
Ovvero

X2

I Ervi x €[0,+od

fixeloo, U140 > —"= X

Lx X’ se Xe]—w—l[U]—lO[

1+ X ’ ’

Segno della funzione:

f(x)>0 < (xe 0+ e 1+x>0)< x € J0,+od] , oppure
f(x)>0=(xeloo~lU1L0[ e 1+x<0)= x e oo, 1
f(x)=0=x*=0=x=0

f(x) <0< xe oo~ U 1+ - (J- oo, U[0,+]) = |-1,0[

il grafico di f & al di sopra dell’asse delle x in |-o0,—1[ ed in ]0,+od[, ¢ al di sotto dell’asse delle X in

F10[.
Si osserva che ha in comune con gli assi il punto (0, f(0))=(0,0).

Limiti significativi:
2 2
) . =X ) —X . —X
lim f(x)= lim = lim = lim =
X—>—00 () x>0l 4 X  Xo—o X(]/X-i—l) X—>700]7/X +1

+00,



T T
x—>-0 X x—>-01 4+ X X—>—00 ]/X-I—l

) [ =x? . X ) 1
| f = | =|lim — =1 =1,
I 00)= i )= im 2= L

2
lim f(x)= lim ——=—lim x* lim L:—(—oo):+oo,
X—-1" x>-1"14+ X x—-1" x>-1"14+ X

2
lim £(x)= fim —*— =~ fim x? lim —— = —(+ o) = —o0,
X—>—1* x->-1"1+ X X—>—1" x->-1"1+ X
) o X? . X2 . X
lim (x)= | -y ~ | — 4o,
XLrPoo (X) XLrPoo 1+ X XLrPoo X(]/X + 1) XLrPoo ]/X +1 +o
im T im X _m L g

Pertanto il grafico di f ha tre asintoti: la retta di equazione y = —x+1 asintoto obliquo a sinistra, la

retta di equazione X =—1 asintoto verticale a sinistra e a destra e la retta di equazione y=x-1
asintoto obliquo a destra.

Derivata prima e monotonia:
2X(L+ x)— x> 2x+X*

x o]
= = se xe o+
Lex @exf  @+x) =
-x* _=2x(@+x)+x? _ —2x—x?
1+x (1+x)* @+ x)?

f'(x)=
se xe oo, —1U10]

E ricordando che il valore assoluto non & derivabile in zero, si osserva che

. [ =2x—-x? . . [ 2x+x?
f/(0)=lim f'(x)= lim| ———— |=0, f/(0)= lim f'(x)= lim =0
S( ) x—0~ ( ) xeo( (1+ X)2 J d( ) x—0" ( ) xeo*( (1_|_ X)ZJ

quindi f & derivabile in J-oo,~1[ U ]-1+od[ essendo f (0)=0 &

X)>0<> (xe 0+ e 2x+x? >0)<> x  ]0,+od, oppure

t(x)

f’Ex;>0c>(xG}oo,—][U}1,O[ e —2x—x2>0) < xe-2-U}10]
f

t'(x)

=0=2Xx+x°=0<=x=-20x=0

x)<0 e xe oAU L+ - ([-2-U}L+d) = | 0,2

quindi f e strettamente crescente in [— 2,—1[ ein ]—1,+oo[, e strettamente decrescente in ]—oo,—Z],
—2 € un punto di minimo relativo proprio per f ed il grafico di f passa per il punto

(-2, f(-2))=(-24).

Derivata seconda e concavita:



2x+x2  (2+2x)L+x) —(2x+x?R@A+x) 2

f”(x): D (1+ X)2 - (1+X)4 ( )2 = (1+X)3 se Xe]0,+oo[
—2x—x*  —(2+2x)1+x) +(2x+ X2 RA+x) -2 o vl
° @+x) 1+x)* T @ x) o~ Ul10]

e:

4

f"(x)>0 < (x e 0,40 & 1+ x> 0) < x € J0,+<d, oppure
f'(x)>0 < (xe oo, fUJ-10[ e 1+ x<0) = x e |- oo,
f"(x)=0=xe@

£(

"(x)<0< xe ]—00,—]{U ]—1,0[U ]0,+OO[—(]— 00,—]{U ]0,+°°D = ]—LO[

e pertanto f e strettamente convessa in ]—oo,—l[ ed in ]O,+oo[, e strettamente concava in }1,0[ e
zero € un punto di flesso proprio per f.

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

e quindi dedurre che:

f(Fo~JUFL+))=R, f(Foo-2))=f(~2-1)=[4+, f(}L+c[)=R, f non &
biunivoca, le restrizioni di f a ]—oo,—Z] ed a [— 2,—1[ sono entrambe biunivoche su [4,+oo[ e la
restrizione di f a ]—1,+oo[ e biunivoca su R.

p) Data la funzione f : X — f(x)=vx* +x+1+xeR

Insieme di definizione:

Essendo X* + X +1> 0 per ogni elemento x di R, 'insieme di definizione di f & R e quindi &:
Quindi tale funzione ¢ definita VX e R,

f:R—> f(x)=vx®+x+1+xeR



Ovvero

Segno della funzione:

f(X)>0= VX2 +x+1+ x>0 VX +x+1>-x < x €[04+ , oppure
f(x >Oc>\/x2+x+1+x>0<:>\/x2+x+1>—x<:>(x<0 e x2+x+1>x2)c>

)
< (x<0e x>-1)=xel-10

f(x)=0 VX +x+1+x=0 Vx> +x+1l=-X=>x<0e X* +x+1=x> & x=-1
f(x)<0=xe —-1+od = oo, 1

il grafico di f & al di sopra dell’asse delle x in [-1,40d[ , ¢ al di sotto dell’asse delle x in |- o0,~1[.
Si osserva che ha in comune con gli assi i punti (—1, f (~1))=(~1,0) e (0, f(0))=(02).
Limiti significativi:

x2+x+1+x1\/x2+x+1—x) . X+1

lim f(x)= Iim( x2+x+1+x): lim ( = lim =

x> x> o VX? +X+1—X X+ X+1-X

= lim —lim =—=,

X——o0 X—>—00 2
—x/1+ — 1+1+i2+1
X X

lim f(x): Ilm( X +X+1+X)=+oo

X—>+00 X—>+00

lim ——= f = lim = (x /1+ +i2+x]— Iim( 1+1+i2
X—>+00 X—)+OOX X X—>+00| X X

e XIiﬁrpoo(f( )—2x)—

2 2
:Iim(/—x2+x+1—x): Iim( X +x+1—xX\/x +x+1+x):"m X+1 B

X—>+00 X—>+00 [XZ +X+1+X X—>+00 [XZ +X+1+X

lim = lim ==
X—>+00 1 1 X—>+00 1 1
X1+ =+— +X /1+—+—2+1
X X X X

il grafico di f ha due asintoti: la retta di equazione y =—1/2 asintoto orizzontale a sinistra e la retta

di equazione y = 2x+1/2 asintoto obliquo a destra.

Derivata prima e monotonia:

2X +1+20X% + x+1

Pertanto f'(x)>0 < >0

2Ux% +x+1

Esseno il denominatore sempre positivo, é sufficiente vedere quando il numeratore & positivo,
ovVvero




f/(X)> 0 2x+1+2VX° + X +1>0 < 2x* + x+1>-2x -1

Ora se si osserva che —2x—1> 0 < —-2X >l<:>x<—%;

1
conseguentemente —2X—-1<0< x> 3
pertanto

se x>—%, si ha che —2x—1<0 ed essendo la radice sempre positiva, la disuguaglianza

24/ X? +Xx+1 > —2x —1 sara sempre vera, pertanto la funzione strettamente crescente;

1 . . .
se X < _E , essendo -2Xx-1>0, occorre risolvere la disuguaglianza

2/ x? +x+1>—2x—1<:>(2\/x2 +x+1)2 >(—2x-1) < 402 +x+1)> 4x° +4x+1 4> 1

pertanto sempre vera

quindi la funzione & strettamente crescente anche per X < Y per cui in tutto il suo insieme di

definizione.

Derivata seconda e concavita:

2x +1)°
2wl @)
[y 2
f"(X)=D( 2x+1 1J:% VX4 x4l 3 se xeR

— 4
2VX% +x+1 X*+x+1 4(x? + x+1NX2 + x+1

e:
f'(x)>0=xeR, f'(x)=0 f"(X)<0 = xed
e pertanto f & strettamente convessa.

Siamo ora in grado di tracciare il grafico di f:

P e a m — r— —— —

e quindi dedurre che:

f(R)=]-1/2,+[, f & biunivoca su }-1/2 +od, inf f(R)=-1/2 e sup f(R) = +0.



