Esercitazione n. 05 (svolgimento)

LEssendo X <R ed x, € R, si ha:

a) Si definisce intorno di x,, e si indica con I, , un qualunque intervallo aperto di centro X, .
Pertanto V& >0 siha: I, =]x, —3,%, +4][.

b) Si definisce x,, punto di accumulazione di X, se, Vo&>0, risulta
(X ={x, DN, =8, %, + 5[ = D. Ad esempio 0 & un punto di accumulazione per ]0,+o0|,
in quanto V& >0 si ha [0,+0[ N ]-5,+6][ =D .

c) Sia x, € X, si definisce x,, punto isolato di X, se non & di accumulazione, ovvero, Sse,
36 >0, tale che (X —{x,})N ]x, — &, %, + 5[ = . Ad esempio 2 & un punto isolato di N, in

quanto Elg=%>0 per cui (N —{2})ﬂ}2—%,2+%[=®.

WEssendo f:X >R, x,eRed | eR,siha:

X, €R

, nel
Xy = +o00

a) Dire che X, € R, in cui & possibile effettuare il limite su X, equivale a dire {

primo caso equivale a dire che x, € un punto di accumulazione di X, nel secondo caso che X
non e limitata.

b) Si definisce la funzione f, regolare in x,, se 3lim f(x).

X—Xg

c) Si definisce la funzione f, divergente in x,, se 3lim f(x)= +o .

d) Sia LeR, si definisce la  funzione f,  converge in X,,  Se
Alim f(x)=L< VI, >03l, /sexe(X —{x )N, = f(x)el,.

e) Si  definisce la  funzione f,  divergente  positivamente in Xo,»  SE
Alim f(x)=+0 < Ve>0,31, /sexe(X —{x )N, = f(x)>¢.

X—Xg



IN\.Per i seguenti limiti, si ha:

a)

b)

d)

Essendo lim +/3x+1 il limite di una funzione radice, quindi definita ¥x e[0,+oc[, il

X—>—©

dominio risulta 3x+1 e [0,+0] < VXEI:—§,+OO[, pertanto non € possibile effettuare il

limite: lim +/3x+1, in quanto il dominio non e illimitato inferiormente.

X—>—00

Essendo lim +/3x—1 il limite di una funzione radice, quindi definita Vx e [0,+o0[, il

X—>+0

dominio risulta 3x —1€[0,+00 & VXG[E,W{, pertanto € possibile effettuare il limite

assegnato, in quanto il dominio é illimitato superiormente. E trattandosi di un limite di una
funzione composta, si ha che: lim(3x—1)=+oo e conseguentemente lim ./y = o, per cui
y—>+40

X—>+0

per il teorema del limite di funzione composta, risulta lim +/3x -1 = 4.

X—>+0

Essendo limlog(x +1) il limite di una funzione logaritmo, quindi definita 'x € J0,+oo], il

dominio risulta x+1e ]0,+o0] < Vx € |-1+o0[, pertanto & possibile effettuare il limite
assegnato in quanto zero € un punto di accumulazione per il dominio. E trattandosi di un
limite di una funzione composta, si ha che: lim(x+1)=1 e conseguentemente

x—0

Iirr;logy:logl:O, per cui per il teorema del limite di funzione composta, risulta
y—.

limlog(x+1)=0.

Essendo lim log(x—1) il limite di una funzione logaritmo, quindi definita VXe]O,+oo[, il

dominio risulta x —1 € ]0,+o0[ <> Vx e JL+oo[, pertanto non & possibile effettuare il limite
assegnato lim Iog(x—l), in quanto il dominio non ¢ illimitato inferiormente.
X—>—00

2

. X +1
Essendo I|m3—

> il limite di una funzione razionale, quindi definita VX € R, tranne i
x40 X —2X

punti in cui il denominatore si annulla, & possibile effettuare il limite assegnato in quanto il

1 x2[1+12j
XL im X

dominio ¢ illimitato superiormente, e risulta: lim — 5
x40 X2 — 2X X—>+0 3(1 2) X—>+0 X
X —_



9)

h)

o= 2x'+1
Essendo lim ———
x>0 2X° =X =1
i punti in cui il denominatore si annulla, & possibile effettuare il limite assegnato in quanto il

dominio e illimitato inferiormente, e risulta:

il limite di una funzione razionale, quindi definita ¥x € R, tranne

=—lim X = +o0.

(A4
Essendo Iimﬁ
x>t 2X° —X+1

una funzione radice quadrata, quindi definita Vx e [0,4+cc[, e tranne i punti in cui il

il limite di una funzione composta tra una funzione razionale ed

. . 2 . -
denominatore si annulla. Pertanto 2x4+120<:>(x2\/§) >-1< VxeR, & possibile
effettuare il limite assegnato in quanto il dominio e illimitato superiormente, e risulta:

1
lim 2x +1 i +F \/_
o 27— x+1 amn ( 1 1j
2=+ 5
X X

/ 2
Essendo lim %
x>0 2X° — X+

una funzione radice quadrata, quindi definita VXe[O,+oo[, e tranne i punti in cui il

il limite di una funzione composta tra una funzione razionale ed

denominatore si annulla. Pertanto 2x° +1>0 <> VxeR, & possibile effettuare il limite

assegnato in  quanto il dominio & illimitato inferiormente, e risulta:
1
X [24+—
e M x? V2.1
lim ————=lim =——1lim = =0.
x>0 2¥° X +] xo—=» 3 1 1 2 x>0 ¥
X® X
X =2X . . .
Essendo lim ———— il limite di una funzione composta tra una funzione razionale ed una

> J2x7 -2
funzione radice quadrata, quindi definita Vx € J0,4oc[, in quanto & al denominatore. Per cui
2x? —2>0 < Vx e |- oo,~1 U L, +o0[, & possibile effettuare il limite assegnato in quanto il
dominio e illimitato inferiormente, e risulta:

3 X’ 2_%
. 2X7 —=2X . X 2 .,
lIim ——== Ilm————llmx = -0

X—>—0 /2X2_2 X—> | | 2_ 2 \/EX—)—QO
X?



)

xt—~2x* +1

Essendo lim —————— il limite di una funzione razionale, quindi definita vxeR, e
o 2x2 —fx -1

tranne nei punti in cui il denominatore si annulla, & possibile pertanto effettuare il limite

assegnato in quanto il dominio € illimitato superiormente, e risulta:

x‘{l— /% +14j
x* X 1

CoxP=22xt 1. .
lim — = lim == lim x° =+4x.

X—>+0 2X2—\/;—1 X—>+0 2[ 1 1} 2 x40
X 2—

X2 x?

Iv.Per i limiti delle seguenti funzioni trigonometriche composte, si ha:

a)

b)

2

=1 . . . i
i il limite di una funzione composta, e ricordando cha la funzione
X+

Essendo limarcsen
x—1

x? -1

arcoseno ¢ definita Wx e[-11], deve essere e[-11], e tranne nei punti in cui il

denominatore si  annulla, owvero x+1=0<x=-1<VxeR—-{-1}. Pertanto
2

X
—1< <l —X—-1<x?-1<x+1e X2 —X<0<—X>+x+2 OVVEro

X+1
{—x2+x+220 {XZ—X—ZSO {VXG[—LZ]
= =

e quindi il dominio risulta

-x?-x<0 X2 +x>0 vx € |- o0,~1]U[0,4o0]
vx e (oo, ~1]U[0,4c[)N[-12]NR—(~1), pertanto & possibile effettuare il limite
assegnato in quanto 1e [0,2], e un punto di accumulazione per il dominio. E trattandosi di
2
_ . . . .o x°-1
un limite di una funzione composta, si ha che: Ilnl1 1 =0 e conseguentemente
-1 X+
Iirgarcsenyzo, per cui per il teorema del limite di funzione composta, risulta
y—
2
. x“ -1
limarcsen =0.
x>l X+1
Essendo I|rr01arctg—2 il limite di una funzione composta, e ricordando cha la funzione
X—> X

- . 1 . .
arcotangente ¢ definita VxR, e che la funzione f(x)=—; e definita Vxe R—{0}, il
X

dominio risulta Wx € R—{0}, pertanto & possibile effettuare il limite assegnato in quanto 0 &
un punto di accumulazione per il dominio. E trattandosi di un limite di una funzione



d)

. .1 . V4 . .
composta, si ha che: lim—- =+ e conseguentemente lim arctgy=—, per cui per il
x—=0 ¥ y—>+o 2

o . . . 1
teorema del limite di funzione composta, risulta I|rr01arctg — = —7; .
X—> X

Essendo Iirgarccotg(log(x +1)) il limite di una funzione composta, e ricordando cha la

funzione arccotangente ¢ definita Wx e R, e che la funzione f(x)=log(x+1) e definita

V(x+1) € J0,400[, il dominio risulta ¥x e |-1,+o0[, pertanto & possibile effettuare il limite

assegnato in quanto 0 & un punto di accumulazione per il dominio. E trattandosi di un limite

di una funzione composta, si ha che: Iinglog(x +1): 0 e conseguentemente
X—>

Iingarccotgy=%, per cui per il teorema del limite di funzione composta, risulta
y—

Iirrgarccotglog(x+1)=%.
Essendo |irg} arccotg — il limite di una funzione composta, e ricordando cha la
X— 1
2
funzione arccotangente é definita ¥xeR, e che la funzione f(x)— — e definita

log, e
2

Ve e ]J0,+00[ & Vx € R, e tranne nel punto in cui log, e* =0 < x =0, quindi il dominio
2

risulta Vvx e R—{O}, pertanto € possibile effettuare il limite assegnato in quanto 0 € un
punto di accumulazione per il dominio. E trattandosi di un limite di una funzione composta,

_ . 1 . : .
si ha che: lim —=—0 e conseguentemente lim arccotgy =, per cui per il
x—0" |0g1 e y——o0
2
teorema del limite di funzione composta, risulta |irgl arccotg log, & =7
X—>
1

2

X+1
Essendo Iim arccosVIogeX—l il limite di una funzione composta, e, ricordando il dominio

x—>-1

1
* X+1

della funzione arcocoseno, deve quindi risultare: \loge** e [-11], ovvero —1< 1 <1
X —
LEDPNLS
. x-1 x-1 . . . .
, pertanto si ha , € conseguentemente per la prima disuguaglianza si
X+1

—>-1<VxeR
x-1



X+1 X+1 X+1-x+1

o w41 Egl Semzo TSO VXG]—OO,—].]U]L-FOO[
& _lSlc> X+1 X+1 < X+1+x-1 ’
X= X2y 1se2™co (22T X050 wxe 1
x—1 x—1 x—1
LS 0< Vxe ]—oo,l[ e VX e ]—oo,—l]U]l,+oo[ LS 0 < VX e]—oo,—l]
OVVero XZ_ 1 & X2_ 1
X—X120<:>‘V’Xe]—oo,0]U]1,+oo[e vxe 1] X—X120<:>‘V’XE]—1,O]

_ . X+1 -
Inoltre deve essere possibile poter effettuale la radice 1/—1, quindi
X_

%ZO@VXE]—w,—l]Uh,+w[. In definitiva, escludendo i punti in cui
Xx—1=0<x=1, quindi il rapporto sara possibile VXeR—{l}, e tenendo conto
dell’unione delle due parti che soddisfano il valore assoluto, e quindi la prima
disuguaglianza, che integrate con R che soddisfa la seconda disuguaglianza, quindi il
dominio della funzione data risulta:
vx € |- o0,0]N (oo, ~1]U L+ )NR-{}JNR < vx e |- o0,~1]. pertanto & possibile

effettuare il limite assegnato in quanto —1 e un punto di accumulazione per il dominio; e

- S . . .o X+1 o
trattandosi di un limite di una funzione composta, si ha che: I|m1—1:0 e quindi il
Xx—>-1 ¥ —

lime’ =1, mentre il limlogz=0 per cui Ihing\/ﬁzo ed infine Lingarcosk:% per il

y—0 71

x+1
. . . . . . T
teorema del limite di funzione composta, risulta Ilmlarccosv loge*x? = 2
X—>—

V.Per i seguenti limiti, si ha:

4

a) Essendo il IimX =1 , per la definizione di limite equivalentemente si ha:

x—0 )(2 -1

VI, >0,31,/sexe (X —{0)N1,: f(x)el,. Pertanto Ve>0, deve 31, per cui se
x* -1 J‘ xz(xz—l)
——l<eo|——~
x“ -1 1

2
X <ve < e <x<e  xe Ve e, pertanto ponendo & =+ si & individuato

f(x)el,,  ovvero
X —
un intorno di zero, quindi il limite é corretto.

<g<:>‘x2‘<g<:>x2<e quindi

b) Essendo il Iimlog(x+1)=0, per la definizione di limite equivalentemente si ha:

x—0

VI, >0,3l,/sexe(X ={0})N1,: f(x)el,. Pertanto Ve>0, deve 3, per cui se



d)

f)

f(x)el,, owero [log(x+1)<s < {:zg(x+1)< P

x<e’ -1
(x N 1) g & { , pertanto essendo
g =

x>e“ -1
ﬂ > ‘e‘g —ﬂ quindi

e5—1>1—i€<:>e _15 8 1<:>1>ic>e >1; pertanto poniamo & = l—ig si e
e ec ec e

oo . . 1 1 e
individuato un intorno di zero, |, = }— (1— —gj,l— —{ pertanto il limite e corretto.
e e

e’ -1>0 e —-1<0, verifichiamo quale dei due valori € minore,
eL

Essendo il Iimlog|x|=—oo, per la definizione di limite equivalentemente si ha:

vl >0,3l,/sexe(X —{0)N1,: f(x)el . Pertanto Ve >0, deve 3l, per cui se

X <
e’ 1 1
f(x)el , < f(x)<—e, owvero logx|l<-s<X<—< L SXE P
e cs_ L e’ e
eé‘
quindi ponendo & =—si e quindi individuato un intorno di zero, pertanto il limite e
e

corretto.

Essendo il Iimlog(x+1)=+oo, per la definizione di limite equivalentemente si ha:
X—>+0

vl,, >03l, /sexe XNl :f(x)el,, . Pertanto Ve>0, deve 3, per cui se
f(x)el,, < f(x)>e&, ovwero log(x+1)> & < x+1>e° < x>e° —1, pertanto ponendo

o =e® —1 si é quindi individuato un intorno di + o, pertanto il limite é corretto.

Essendo il limlog, (2x+1)=—0, per la definizione di limite equivalentemente si ha:
X—>+0 =
2

vl 3l /sexe XN, :f(x)el_,. Pertanto Ve&>0, deve 3l per cui se

f(x)el , < f(x)<—&, owvero log, (2x+1)<—& < x> %(25 ~1), pertanto ponendo
2

&

0= si é quindi individuato un intorno di + oo, pertanto il limite € corretto.
Essendo il Iimlog(x+1)=—oo, per la definizione di limite equivalentemente si ha:
vI_,, 3l Isexe(X —{-1f)N1 . : f(x)el_,. Pertanto Ve >0, deve 3l . per cui se

f(x)el , < f(x)<—&, ovvero log(x+1)< —& < x < ig—l, pertanto ponendo & = ig si
e e

e quindi individuato un intorno destro di -1, ovvero | . = }1,—1+ —[ pertanto il limite
e

e corretto.



Essendo il lime** =0, per la definizione di limite equivalentemente si ha:
g p q

X—>—00

VI, >0,3l__ /sexe XNI__ :f(x)el,. Pertanto Ve>0, deve 3l__ per cui se

e¥t<e x <loge+1
<g =4 , pertanto con

f(x)el, |f(x)<e, ovvero |e**

ex—l >—g vxeR
s<le loge +1<0 e ponendo & =—(loge +1) si & quindi individuato un intorno di —oo,
e

pertanto il limite € corretto.

h) Essendo il lim

X—>+0 e

=0, per la definizione di limite equivalentemente si ha:

X+1

VI, >0,3l  /sexe XN, :f(x)el,. Pertanto Ve>0, deve 3l per cui se

1
1 prea 1 e Iog£—1<x
f(x)el, =|f(x)<e, owero |—<ee . Sie oy e ;
€ 5 > —¢ VxeR VxeR
e

pertanto con g<l<:>log£—1>0 e ponendo 5=Iog£—1 si € quindi individuato un
e & &

intorno di + o, pertanto il limite & corretto.

i) Essendo il lim3/x—-1=-w, per la definizione di limite equivalentemente si ha:

X—>—0

vl_ 3l /sexe XNI:f(x)el . Pertanto Ve>0, deve 3l per cui se
f(x)el , < f(x)<—s, owero ¥x-l<-s<x<—(e-1), pertanto  con

£>1<&°-1>0 e ponendo §=e° -1 si & quindi individuato un intorno destro di —oo,
pertanto il limite é corretto.

j) Essendo il Iim(% =400, per la definizione di limite equivalentemente si ha:

X—>—0 4

vl >03l_/sexeXNI_ :f(x)el,, . Pertanto Ve&>0, deve 31__ per cui se

3 X
f(x)el,, < f(x)>e, ovvero (Zj > ¢ < x<log, ¢, pertanto con & >1<>log, <0 e
4 4

ponendo & =—log, ¢ si é quindi individuato un intorno destro di —oo, pertanto il limite &
1

corretto.

k) Essendo il Ilml—| 1|:+oo, per la definizione di limite equivalentemente si ha:
x>-11X +

vl >0,3l /sexe(X —{1)N1,: f(x)el, . Pertanto Ve >0, deve 31, per cui se



x<£—1

1 £
>g<:>—>|x+]4<:>
x+1 & s L 4
&

f(x)el,, < f(x)>&,  ovvero ., quindi

+00

—1—1< X < —1+l e pertanto ponendo ¢ = 1 si & quindi individuato un intorno di -1,
& & g

pertanto il limite € corretto.



