Il calcolo delle probabilita ha avuto la sua
origine nell’ambito dei giochi di azzardo
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Cosa intendiamo per probabilita?

La probabilita ha a che fare con il fatto
che l'accadere o no di un certo evento
sia piu o0 meno verosimile, in relazione

ad altri eventi



EVENTO

(semplice)

RISULTATI POSSIBILI

SPAZIO CAMPIONE



Tutti i possibili risultati di un “esperimento” prendono il
nome di spazio campione

Esempi

Lancio di una moneta

{ Testa, Croce }

Lancio di un dado
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{ 1,2,3,4,5,6 }



Supponiamo che in ospedale si sia verificata una
epidemia di tossinfezione alimentare; ci furono 99 casi di
malattia tra 1 158 pazienti che avevano consumato |
pranzo

La probabilita di ammalare per una persona che aveva
consumato il pranzo e

P(malattia) = 99/158 = 0,63 = 63%



LA PROBABILITA’ DI UN EVENTO F’
L’ESPRESSIONE QUANTITATIVA
DELLA FREQUENZA CON CUI ESSO
S| VERIFICA



Probabilita classica, che viene calcolata in seguito
ad un ragionamento astratto.

Se un evento puo verificarsi in NV modi ugualmente
possibili ¢ mutuamente esclusivi, se m di questi
possiede una caratteristica £, la probabilita che si
verifichi ’evento E ¢ dato da m/V.




Probabilita come frequenza relativa, basata sulla
possibilita di contare il numero delle ripetizioni.

Se un processo si ripete un gran numero di volte n
e se un certo evento con caratteristica E si verifica
m volte la probabilita di E  sara
approssimativamente uguale ad m/n




Probabilita _soggettiva, misura il grado di
fiducia che un dato individuo ripone nel
verificarsi di determinati eventi in base alle
proprie conoscenze.

Questo concetto non si basa sulla ripetibilita di
un dato processo,

si puo valutare la probabilita di un evento che
puo verificarsi una sola volta



Proprieta elementari delle probabilita

la probabilita di un evento E che si indica con P(E)
¢ un numero sempre positivo P(E) = 0
ecompresotraled1: 0<P(E)<1

+s¢ E ¢ un evento certo allora la probabilita di E ¢ P(E)=1

+se E ¢ un evento impossibile P(E)=0

+dato un processo sperimentale che genera n risultati (eventi) disgiunti,
Al, A2, A3, ...,An, la probabilita di un evento Ai ¢ un numero non
negativo: P(A1)> 0

+la somma delle probabilita di tutti gli eventi possibili mutuamente
esclusivi ¢ uguale ad 1: P(A1)+P(A2)+...+P(An)=1



EVENTI MUTUAMENTE ESCLUSIVI

DUE EVENTI Ae B SONO
MUTUAMENTE ESCLUSIVI SE
L’OCCORRENZA DELL'UNO
ESCLUDE L’ALTRO



L’acidosi respiratoria e I’alcalosi respiratoria sono
due eventi mutuamente esclusivi

Se ci si trova in una delle condizioni patologiche non si
puo simultaneamente avere anche l'altra

Una malattia cardiaca e
il reflusso gastro-esofageo
non sono eventi mutuamente esclusivi

Se un soggetto presenta dolore al torace e I'ECG
conferma la presenza di un infarto, non significa
necessariamente che il soggetto non possa essere
affetto anche da reflusso esofageo



Se due eventi A e B sono mutuamente esclusivi allora:
P(BUA)=P(A) + P(B)

legge della somma.

Dati due eventi A, B, non mutuamente esclusivi la
probabilita che si verifichi I’evento A o ’evento B ¢ :

P(BUA)=P(A) + P(B) - P(BNA)



EVENTI CONDIZIONATI

DUE EVENTI AeB
SONO CONDIZIONATI
SE IL VERIFICARSI DI A DIPENDE DA B
O VICEVERSA



Talvolta tutti i possibili risultati possono essere un sottoinsieme
del totale.

Se A e B sono il risultato di un esperimento puo accadere che il
verificarsi dell’evento B sia modificato dal fatto che si sia
verificato ’evento A.

Si dice allora che ’evento B ¢ condizionato da A e la probabilita
che si verifichi ’evento B ¢ condizionata dalla probabilita
dell’evento A:

P(BNA)
P(A)

P(B/A) =



Supponiamo che in ospedale si sia verificata una
epidemia di tossinfezione alimentare ci furono 99 casi di
malattia tra 1 158 pazienti che avevano consumato |
pranzo. Dei 158 pazienti 133 avevano consumato il pollo
e tra questi 97 si ammalarono

Sapendo che il paziente ha consumato il pollo (A) qual €
la sua probabilita di ammalarsi (B)?

P(B/A) = P(BAA)/P(A) = (97/158)/(133/158)
=97/133 = 0,73 = 73%

P(B=malattia) = 99/158 = 0,63 = 63%



EVENTI INDIPENDENTI

DUE EVENTI AeB
SONO INDIPENDENTI
SE IL VERIFICARSI DI A NON DIPENDE
DAL VERIFICARSI DI B E VICEVERSA



Se due eventi sono indipendenti allora la probabilita
di BNA ¢ data dal prodotto della probabilita di A per
la probabilita di B:

P(BNA)=P(A) * P(B)

legge del prodotto



Supponiamo che sia noto che un farmaco produca effetti
collaterali nel 10% dei pazienti che lo assumono. Un medico
ha somministrato il farmaco a 2 pazienti.

Qual e la probabilita che entrambi presentino [I'effetto
collaterale?

A= paziente 1 presenta l'effetto collaterale
B= paziente 2 presenta l'effetto collaterale

P(BAA)=P(A) * P(B) = 0.1*0.1= 0.01 = 1%



DISTRIBUZIONI DI PROBABILITA’

Nell’associare ai risultati di un esperimento un valore
numerico si costruisce una variabile casuale (o aleatoria, o
stocastica).
Ogni variabile casuale ha una corrispondente distribuzione di
probabilita.

In caso di variabile discreta la distribuzione di probabilita
specifica tutti i possibili risultati della variabile insieme alla

probabilita che ciascuno di essi si verifichi. (go‘
&
P ©
(2
-

In caso di variabile continua la distribuzione di probabilita
consente di determinare la probabilita associata ad intervalli

di valori. “ N
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Si ¢ analizzato il
numero dei farmaci
consumati dalle donne
gravide ricoverate in un
ospedale americano:
evento A = numero di
farmaci

P(A) = probabilita di
assumere quel numero
di farmaci

N. farmaci Frequenza  Probabilita P(A)
0 1425 0.3405
1 1351 0.3228
2 793 0.1895
3 348 0.0832
4 156 0.0373
5 58 0.0067
6 28 0.0036
7 15 0.0014
3 6 0.0014
9 3 0.0007
10 1 0.0002
12 1 0.0002
Totale 4185 1




I risultati di una distribuzione di probabilita
possono essere riassunti oltre che in tabella
anche 1n grafico.
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Si osservi che la probabilita che una donna assuma per esempio
5 farmaci ¢ data dalla frequenza relativa del verificarsi di quel
risultato dopo aver eseguito un grande numero di prove
(nell’esempio 4185).

mSe X € la variabile casuale che rappresenta tutti i risultati di
un possibile esperimento

med x € un valore che la variabile X puo assumere

mla P(X=x) si definisce attraverso la funzione di probabilita

f(x).

Si osservi che é possibile associare ad ogni valore x della variabile X
la P(X=x)=1(x)=0
e che la 2f(x)=1.



Se X ¢ una variabile casuale con funzione di distribuzione di probabilita
f(x) la funzione F(X)=2{(x) ¢ detta funzione di distribuzione di probabilita
cumulata.

La funzione di distribuzione di probabilita cumulativa si ottiene
sommando in successione le probabilita P(X=x,)+P(X=x,)+...+P(X=Xx)

Se X ¢ una variabile continua esiste una funzione f(x) detta funzione di
densita di probabilita tale che: f(x)=0

[f(x)d(x)=1

Per ogni x, e X, tali che -00<x,<x,<+o0 allora.

P(x,£X<x,) = Tf(X)d(X)



DISTRIBUZIONE BINOMIALE

La distribuzione binomiale ¢ derivata da un processo o esperimento
che puo assumere solo due risultati mutuamente esclusivi, detto
prova di Bernoulli. Una sequenza di prove di Bernoulli forma un
processo di Bernoulli sotto le seguenti condizioni:

#ogni prova puo assumere uno dei due possibili risultati,
mutuamente esclusivi, uno dei quali ¢ definito arbitrariamente
successo e I’altro fallimento;

#la probabilita di un successo ¢ denotata con p e rimane costante
in ogni prova; la probabilita di fallimento ¢ denotata come q=1-p;

#le prove sono_indipendenti, cio¢ il risultato di una prova non
influenza il risultato della successiva.




Si consideri I’esperimento nascita i cui possibili risultati sono

Nascita di sesso F; p=P(F) Nascita di sesso M; qg=P(M)=1-p.
Si consideri la variabile casuale X=numero di nati di sesso F su n nascite.

Si vuole calcolare la probabilita di osservare 5 nascite F su 8 nascite P(X=5).

Si considera pertanto una sequenza generica di nascite:
FeFeFeMeMeFeFeM.

La probabilita che tale sequenza si verifichi é:

P(FAFNFNMNMNFNFNM).

Essendo eventi indipendenti si puo scrivere:
P(F)*P(F)*P(F)*P(M)*P(M)*P(F)*P(F)*P(M)= p*p*p*q*q*p*p*q=p°q’

Nascita F (p=0,5) Nascita M (g=0,5) Nascita F (p=0,5) Nascita M (g=0,5)

Nascita F (p=0,5) Nascita F (p=0,5) Nascita F (p=0,5) Nascita M (g=0,5)




La sequenza che si puo osservare ¢ pero una delle tante possibili combinazioni di
nascite di S femmine e 3 maschi: FFFFMMMF

FFMFFMFM ...
Per determinare tutte le possibili sequenze si ricorre al calcolo combinatorio:

n) o _(8) s
x) ~Tximxt] ~U5)~ [5i89)1] °

8 1n classe 5.
n!=n*(n-1)*...*1 nell’esempio 8!=8*7*6*5*4*3*2*]

Essendo le sequenze mutuamente esclusive la probabilita di avere la 1° o la 2°
sequenza o la .... 56° sequenza ¢ data dalla somma delle probabilita delle
singole sequenze:

56* p5q3



Generalizzando, indicando con n il numero di
prove e con x il numero dei successi, si ha:

(O=PX=x) o [n} it
X

Per x=0,1,2,3,.....n
f(x) = 0 altrove

Si dimostra che la distribuzione binomiale, spesso indicata
con il simbolo B(n, p), ha:

Media = E(X) = pu=np

Varianza = ¢*>= npq = np(1-p)



DISTRIBUZIONE DI POISSON

La distribuzione di Poisson viene utilizzata

v per variabili discrete

v per eventi distribuiti casualmente nel tempo e nello spazio

E’ una distribuzione molto usata in campo biologico e medico:
= conta dei batteri sulle piastre

= analisi di elementi in campioni di acqua

= conta de1 globuli su un vetrino

= numero di interventi di urgenza in un mese presso un pronto SOCCOrso



Affinché un processo possa essere descritto con una distribuzione di
Poisson devono verificarsi le seguenti condizioni:

@ 1in un determinato intervallo gli eventi accadono i1n modo
indipendente - 1l verificarsi di un evento in un intervallo di tempo o di
spazio non influenza la probabilita di verificarsi di un secondo evento
nello stesso intervallo di tempo o spazio;

@ la probabilita di un evento in un intervallo di tempo A¢ infinitamente
piccolo ¢ direttamente proporzionale alla lunghezza dell’intervallo;

@ 1n una parte infinitamente piccola dell’intervallo la probabilita che piu
di un evento s1 verifichi ¢ trascurabile

v




Se X ¢ la variabile casuale che segue una distribuzione di
Poisson la sua funzione di distribuzione di probabilita €

—A X
e " *A

x!

Jf(x)=

per x=0,1,2,....., 0
f(x) = 0 altrove
#  “e¢” ¢ lacostante 2,7183
#  “A” ¢ 1l parametro della distribuzione di Poisson e corrisponde alla media.

Una proprieta importante della distribuzione di
Poisson € che media e varianza coincidono:

A=u=o0?



E’ possibile approssimare la distribuzione binomiale
alla distribuzione di Poisson quando n, il numero delle
prove, ¢ molto grande e p, la probabilita di successo,
tende a zero:

n—o0 p—0 B(n, p) =Poisson(A)

n*p = A = costante



DISTRIBUZIONE NORMALE (GAUSS)

Quando si esegue un esperimento € si descrivono 1 risultati si
costruisce spesso un grafico (istogramma) per mostrare
I’andamento del fenomeno in esame.

In un 1stogramma:
@ sull’asse delle ascisse (x) poniamo 1 valori della variabile

@ sull’asse delle ordinate (y) poniamo le frequenze con le
quali un determinato valore, un intervallo di valori in caso di
variabili continue, si presenta.

[area delle colonnine di un 1stogramma rappresenta la
frequenza con cui 1 valori X, € X, che delimitano la base della
colonnina si presentano nel nostro esperimento



Unendo 1 puntti medi delle classi con una spezzata si
costruisce un poligono di frequenza.

Se scegliamo 1’intervallo tra 1 valori sempre piu piccolo e
con una quantita di prove molto grandi la forma del
poligono di frequenza si avvicinera sempre piu ad una
linea continua.

Questa ¢ la rappresentazione grafica della distribuzione di
una variabile continua ¢ la funzione che ne ¢ 1’espressione
matematica ¢ la funzione densita di probabilita



Supponiamo di valutare la distribuzione de1 soggetti di una

popolazione per eta

Classe |Frequenza |Frequenza |Frequenza Frequer?za

R : ) cumulativa
di eta |assoluta relativa cumulativa .

relativa
20-30 331 8,08% 331 8,08%
31-40 1163 28,38% 1494 36,46%
41-50 1561 38,09% 3055 74,55%
51-60 875 21,35% 3930 95,90%
61-70 166 4.05% 4096 99,95%
71-80 2 0,05% 4098 100,00%
4098 100,00%
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...I’ampiezza puo ridursi al punto che il poligono di frequenza possa essere approssimato
ad una curva continua
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La curva di distribuzione di probabilita di una variabile
continua che presenta un andamento “a campana” prende il
nome di curva normale 0 gaussiana.
La sua espressione matematica ¢

1 1(x—u)
uﬂx%:GvEZGHD_E( OF)

-00 < X < +00

con

exp = funzione esponenziale
n=23,14

¢ 1 due parametri della distribuzione:
U =media

6 = deviazione standard



la distribuzione di Gauss ¢ completamente definita dai valori di u e G:

differenti valori di p spostano la posizione della curva
lungo 1’asse delle ascisse

differenti valori di o modificano I’altezza della curva.




La distribuzione di Gauss ha alcune caratteristiche tipiche:

# ¢ simmetrica intorno alla sua media

# la media, la mediana e la moda coincidono

# 1’area sotto la curva ¢ uguale ad 1 (100%)

# 1’area sotto la curva compresa nell’intervallo
@ u-oed put o e part al 68% dell’area totale
& u-2oeput2oepartal 95% del totale

@® u-3ocedyut3doceparal 99,7% del totale



Esistono degli indici per misurare la normalita
della curva di Gauss:

asimmetria:

asimmetria = 0 curva normale

asimmetria < 0 coda sinistra p1 lunga

asimmetria >0 coda destra piu lunga

curtosi:

curtosi = 3 curva normale

curtost < 3 code leggere, distribuzione appuntita (ipernormale o
leptocurtica)

curtosti > 3 code pesanti, distribuzione piatta (iponormale o
platicurtica).




INDICE DI ASIMMETRIA

3
| > (x, —x)
Asimm = | = (0 Distribuzione simmetrica
JZ 0 -5
>0 Maggiori osservazioni <0 Maggiori osservazioni
maggiori del valore medio minori del valore medio
Coda destra piu lunga Coda sinistra piu lunga




INDICE DI CURTOSI
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Kurtosi = | = 3 Distribuzione gaussiana
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<3 Code leggere — distribuzione >3 Code pesanti — distribuzione
leptocurtica — appuntita - platicurtica — piatta -
ipernormale iponormale




Distribuzione di Gauss cumulativa teorica e distribuzione cumulativa
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[’ultima caratteristica enunciata c1 dice che esiste una famiglia di
distribuzioni di gaussiane ed ogni membro ¢ distinto 1n base ai
valoridi u e .

Tra le varie curve di Gauss la piu importante ¢ la distribuzione di
Gauss standard che ha

media =0

deviazione standard = 1

L’ espressione matematica della distribuzione di Gauss Standard
c:

1 7
eXpy ——

f(Z):\/E 7




Distribuzione di gauss standard: media=0 e deviazione standard=1
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E’ importante sottolineare che ogni variabile X puo essere
standardizzata mediante la trasformazione

la nuova variabile, z, ¢ uguale alla variabile originaria meno la
media, diviso la deviazione standard



Distribuzione di gauss standard: media=0 e deviazione standard=1
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Distribuzione di gauss standard: media=0 e deviazione standard=1
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Indicando la distribuzione di1 Gauss con 1l simbolo N(u, &)
¢ possibile fare le seguenti approssimaziont:

B (n, p) = N(u, o) se N —>0 p

P (1) = N(u, ©) se n —»oo

0,5



E’ stato osservato che in una popolazione 1l 51% degli individui era
di sesso maschile ed 11 49% di sesso femmuinile. Il grafico
sottostante mostra la distribuzione del numero di maschi presente in
un gruppo di 15 persone.
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Nella classe dirigente la percentuale di maschi ¢ del 71%
¢ quella di individui di sesso femminile € 29%. Il grafico
sottostante mostra la distribuzione del numero di femmine
trovate 1n un gruppo di 15 persone

30,00% -
25,00% -
20,00% -
15,00% -
10,00% -

5,00%

0,00% -

Frequenza
osservata

o 1 2 3 4 S5 6 7 9

Numero di individui di sesso
femminile



Chiameremo X la variabile che conta 1l numero di successi
(individui di sesso maschile) ed x il valore che la variabile
assume ¢ di cui vogliamo conoscere la probabilita

Indichiamo con 7z 1l numero di individui da cui € composto
il campione di individui in esame.

Indichiamo con p la probabilita che 1’evento si verifichi.
Con /-p indicheremo invece la probabilita che 1I’evento
non s1 verifichi

Ciascuno de1 n soggetti del gruppo puo essere maschio con una
probabilita p
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1 Prob binomiale = Prob norm st
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Numero di individui di sesso femminile

N=35; p=0,5
E(X)=n*p=35*0,5=17,5




