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Funzioni
goniometriche

Gradi e radianti

Nel sistema sessagesimale, I'unita di misura degli angoli & il grado
sessagesimale, definito come la 3602 parte dell’angolo giro.
In alternativa, si usano i radianti.

DEFINIZIONE

Data una circonferenza, chiamiamo radiante !
I'angolo al centro che insiste su un arco di .
lunghezza uguale al raggio.

1 radiante

27r
L'angolo giro misura I 2T rad e I'angolo piatto misura m rad.

Date le misure di un angolo a in gradi e in radianti valgono le formule:
180°

ao:arad=360°:21f — aozarad-T: amd:ao_ﬁ-
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In generale per passare da un sistema di misura ad un altro, si usa la proporzione
y :Xx=360°:p

Dove

X : misura dell’angolo in radianti

y : misura dell’angolo in gradi

ESEMPI

Troviamo la misura in radianti di un angolo di 32° 15’
32°15'=32,25° — 32,25°:x =360°:2p
x =32,25. 2P~ 056287

360
Troviamo la misura in gradi di un angolo di

P
5
360- 2

P o. - 15 _ 190
1—=360°:12p — = =9=12
y 15 P y 20

Angoli orientati

DEFINIZIONE

Un angolo € orientato quando sono stati scelti uno dei due lati come
lato origine e un senso di rotazione. Un angolo orientato ée:

«positivo quando € descritto da una rotazione in senso antiorario;
enegativo quando la rotazione € in senso orario.

30° + 2+ 360°

Un angolo orientato pud anche essere maggiore di un
angolo giro. La scrittura a + 2k, con k € 7, indica tutti
gli angoli equivalenti all'angolo a.

Si chiama circonferenza goniometrica la circonferenza di centro
l'origine O e raggio di lunghezza 1, cioé di equazione x2 +y2=1.

Usando la circonferenza goniometrica, si possono rappresentare gli
angoli orientati, prendendo come lato origine I'asse x.
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Funzioni seno e coseno

DEFINIZIONE

Consideriamo un angolo orientato « e il punto B
della circonferenza goniometrica associato ad a.
Definiamo coseno e seno dell’angolo a, le
funzioni che ad a associano, rispettivamente, il
valore dell’'ascissa e dell’'ordinata del punto B:

COS a = Xg, sin o = yg.
. . _ cateto opposto B
In un triangolo rettangolo, *"*= "ipotenusa
seno e coseno danno i ipotenusa ateto
rapporti tra la lunghezza
dei cateti e dell'ipotenusa. , o A

Funzioni seno e coseno

21/09/2023

cateto adiacente
ipotenusa

osa=

ipotenusa

b O catetoadiacente A

Periodo: 2= Periodo: 27
y= sin X Y = COs X
Dominio: . Dominio: K.
Insieme immagine: [-1; 1]. Insieme immagine: [-1; 1].
Periodo: 2m. Periodo: 2m.
Funzione dispari. Funzione pari.
Vale cosZa + sinZa. = 1. ——prima relazione fondamentale della goniometria
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Tangente di un angolo

DEFINIZIONE .
Consideriamo un angolo orientato a e il punto B / /\,
della circonferenza goniometrica associato ad a. [ a \
.. . . | O x, A | X
Definiamo tangente di a la funzione che ad a \
associa il rapporto, quando esiste, fra I'ordinata e \ .
I 1ann¢=—B
I'ascissa del punto B: "B
_JB
tan a = Xp °
Y
y =tan x
Dominio: R — {% +km ke Z} Insieme immagine: R, 3 3
Periodo: m. Funzione dispari. / -zl /o / x
H y=tanx
_ sina T ! ! {
Vale tana= __ -, cona# 5 +km ke Z. e :

Cotangente

DEFINIZIONE B
Consideriamo un angolo orientato a e il punto B /

della circonferenza goniometrica associato ad a.

.. . . O x, A X
Definiamo cotangente di a la funzione che ad a 8
associa il rapporto, quando esiste, fra I'ascissa e Xy

cota=—

l'ordinata del punto B: " ‘ Ye
cota =2,
VB
y = cot X \
Dominio: R—{0+km, keZ}. Insieme immagine: & -
Periodo: m. Funzione dispari. EENENERE
Vale cota = ggfg , con Q # k. \
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Periodo delle funzioni.
Caleolare il periodo delle seguenti funzioni:
l)y=sindz 2)y=cosbzr 3)y=tanbr

SOLUZIONE. le funzioni sinx e cosz hanno un periodo di 2w, cioé si ripetono identiche a se stesse ogni 27
0 (360°); la funzione tan  ha invece un periodo di 7. 1l periodo delle funzioni seno e coseno ¢ dato da T = 251,

mentre per la tangente ¢ . dove w @ il eoefliciente a moltiplicare la variabile 2. Le funzioni assegnate hanno
w

un argomento pari a bx, per cul i rispettivi periodi sono
T 2w T 2 T
T == Th = 5 15 =

5

[E]

Calcolare il periodo della seguente funzione:
y= 511151"+5L113r
SoLvuzione. Questa ¢ la somma di due funzioni goniometriche; il periodo comune sard dato dal minimo

comune multiplo tra 1 due singoli periodi, cioe

2m 2w 10 10 9 90
mem | —-, - | = mem E'.rr.?ﬂr = mem E’ﬁ,gﬂ' :E?r:BO'fr

5 3

Angoli particolari

Mediante le proprieta delle figure geometriche riusciamo a calcolare il
valore delle funzioni goniometriche di alcuni angoli particolari.

y y
y i B 'V,3_
B 6 Y% 5
Kl % 1 s Vs
5\ % % ) x
(e] A x o 7\ A X O 1 A E
3 a ‘\J_ 5
B c 2
2 2
sin—:l T \/§ ‘ . \/§
6 2 sin — = — sin — = —
/3 4 2 3 2
COS — = —— T V2 coszfl
6 9 cos — = — =
/3 4 2 3 2
T is
tan — = — — = tan — = /3
an6 3 tan 1 3 V3
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Funzioni goniometriche inverse

® Arcoseno: y = arcsinx.

® Arcocoseno: y = arccosx.
(=111 I L
D:[—1;1]; Im.[ 25 2].

D:[-1;1); Im:[0;7].
“y__" my =arcsinx WJ“_Y“
2
T N = arccos x
-1 6] 1 X
. —I1 o 1 X
,,,,,,,,,, |_m
2
® Arcotangente: y = arctan x. ® Arcocotangente: y = arccot x.
D:R; Im: ]—%,%[ D:R; Im:0;7[.
y y
ar
2 —_—
y = arctan x

R -
y= arccm
0 X 2 ¥

™|

-z
2
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Sapendo che sin o = % eche0 <a< %, calcoliamo il valore di tana.

Utilizziamo sin®a + cos*a = 1, per determinare cos a:

%+cosla=l - cosza=%.

sin?a + cos?o = 1

Poiché 0 < a < % e per tali angoli il coseno ¢ positivo, abbiamo cos o = % 5
Sfruttiamo ora tan @ = g er determinare tan a: i
cosa P ’ sina
tana=— """
5 cosa

5 7 5 _5V6

7 26 2v6 12 -

7
t. = =
me="ve

7

Formule di addizione e sottrazione

ecOS(ax — B) =cos acos B +sin asin B; tan o + tan B
. _ tan(a+ B) = ,
ecOS(ax + B) =cos acos B - sin asin B; 1—tana tanf3
tan ¢ — tan 3
1+ tana tan B’

eSin(a - B) =sin a cos B - cos asin B;

tan(a— B) =
«sin(a + B) = sin a cos B + cos a sin B.

cona+[35£%+kn'

ESEMPIO
Calcoliamo cos 75°.
Usiamo la formula di sottrazione del coseno su 75° = 120° - 45°.

cos 75° = cos(120° - 45°) = cos 120° cos 45° + sin 120° sin 45° =

_l V2 V3 V2 —V2+\VE
2 2 2 &

- 2

21/09/2023

bl

con (X—B%%+k7[.



Prof.ssa Papapicco Anna Maria 21/09/2023

ESEMPI

V2 3 V2 1_6-\2 ‘5(\@‘1)

sinl5° = sin(45° - 30°) =sin45°c0s30° - cos45°sin30° = 7x7 - TXE = a = 1

N
w
N

tan105° = tan(60° + 45°) = tan60° + tan45° :\/§+1:_2_\/§

" 1-tan60°tan45°  1_./3

Calcoliamo il valore dell’espressione: cos(60° + a) - COS(BO° - a)

cos(60° + a) - cos(60° - a) =cos60°cosa - sin60°sina - (cos 60°cosa+sin60° sina)

=-2sin60°sina=-v3sina

Formule di duplicazione

Funzione | Formula di duplicazione

seno sin2a = 2sinacosa
a2
coseno . 1—2sin“a
cos 2a = cos’a — sin’a = < 5
2cos‘a—1
2tana
tan2a = ————,
1—tan“Q

tangente

T T T
cona;é4+k2/\a7é2+k7t
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Formule di bisezione

Funzione | Formula di bisezione
seno sin % _ i\//1—%&1
coseno cos% _ j:\/l-l-%sot
tan% =1\ %I%:g, con # W+ 2kw
tangente %, con @ # T+ 2kT
?ﬁsa, cona # T+ kr

Formule parametriche

2tan% 1- tanz%
sina=7a, cos o = , con o # m+ 2km.
1+tan - 1+ tan® o

Formule di prostaferesi
sin p+ sinq = 2sinp;qcosp;q;
P;qsinP;q;

sin p — sinq = 2cos

+ —
cosp+cosq=2cosp2qcospzq;

cosp—cosq=—25mp;qsinp;q.
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Senza determinare il valore di a, calcoliamo sin 2a e cos 2a sapendo che:

3e:72"'<u<7r.

sina= ¢
5

® sin2a = 2sinacosa

Determiniamo cos  per mezzo della prima relazione fondamentale, osservando che cos a deve essere

negativo, poiché '25 <a<m:
5 / 9 /16 4
s PR T P e i e e G L g i
cos 1—sin‘a = \1 25 \/25 5 -

Sostituendo i valori di cos @ e sin @, otteniamo:

i .3 (_4)__24
sin2a = 2 5( 5)— 25"
. cosZa=cosza—sin2a=%—2%=§7§.

Senza determinare il valore dell'angolo @, calcoliamo sin g. cos u2 , tan % , sapendo che

1 __12 il
sina =—3 E1I<ﬂ<17|.'.

£

Poiché w < a < 2

T, cos & deve essere negativo. Da sin’ a + cos? @ = 1 ricaviamo il valore di cos a:
= Vi—snig =—\/1- 14 __5_
cos@ =—V1—sin*a V1 169 3"
3 . T_.a_3 o . L B
Inoltre, essendo © < a < 278l ha 2 = 3 < e quindi il lato termine di 5 8 trova nel secondo

quadrante. Percio sin % deve essere positivo e cos % negativo. Abbiamo:

P
. cos%z—\';"‘”# 2—\.‘:‘.1;2[53— 2—\‘.""{1&—;-;—] =—%,
(s . -
o g oey/IEEE\/2ND I L3
sin—- . -2
e o LR U
COSZ 13

Equazioni goniometriche

DEFINIZIONE

Un’equazione goniometrica contiene almeno una funzione goniometrica dell’incognita.

Equazioni goniometriche elementari

determinatase —1<a <1
sinx=a <
impossibile se a<—1Va>1

X = (m—a) + 2k

cosx=b<

determinatase —1 < b <1 |tan x = ¢ determinata Vc € R

impossibile se b<—1V b>1

x =B+ 2kw

10
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Equazioni riconducibili a elementari

Per risolvere equazioni con piu funzioni goniometriche si deve:
«esprimere le diverse funzioni mediante una sola di esse, utilizzando
eventualmente le formule goniometriche;

erisolvere I'equazione considerando tale funzione come incognita;
erisolvere le equazioni elementari che si ottengono.

ESEMPIO

Risolviamo 2 sinZx + 5cos x -4 = 0.

Scriviamo tutto in funzione di cos X, usando sinZ x = 1 — cos? x:
2(1-cos?2x)+5cosx-4=0—2cos?x—-5cosx+2=0.
Risolviamo I'equazione rispetto a cos x:

_ 5xv25-16 _ 1 _
cosx—f — cosx—TVcosx—Z.

1 T )
Se COSX = &, X = i? + 2k7. Se cos x = 2, nessuna soluzione.

\/Esinx—cosx:O 2cos®x =3-3sinx
Si dividono entrambi i membri per _ .
Applichiamo la prima relazione 2(1— sin X) =3-3sinx
cosx 10 fondamentale
Svolgiamo i calcoli 2sin’x -3sinx +1=0
) ) _ o . _3%49-8 _
Otteniamo \/Etanx -1=0 Otteniamo un’equazione di secondo grado in sinx ~ SINX = —a 1
2
. N . 1
Siamo cosi ricondotti alla risoluzione di due equazioniSinXx =1 U sinXx ==
) { B J§ elementari: 2
Da cul ank = 3 Dalla prima ricaviamo X = Py 2kp
2
o _P Yoy =D
Dalla seconda ricaviamoX = s +2kp U x= gp +2kp
Cioé X = % +kp

11
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DEFINIZIONE
Un’equazione lineare in sin X e cos X si puo ricondurre alla forma:
asinx+bcosx+c=0, conab,ce ,a#0eb#0.

Equazioni lineari
in seno e coseno

Metodo di risoluzione grafico
«Si eseguono le sostituzioni sin x =Y e cos x = X.
«Sirisolve il sistema

{aY+ bX + ¢ = ) ——— equazione di una retta
equazione della circonferenza

X+ yY2=1 q o )
con centro I'origine e raggio 1

Le soluzioni sono i punti di intersezione tra retta e circonferenza.

Metodo di risoluzione dell’angolo aggiunto
«Si sostituisce a sin x + b cos x tramite la formula

. . b
asinx+ bcosx =rsin(x+ a),conr=Va’+b’etana = 2"
«Si risolve I'equazione elementare
c

rsin(x+a)+c=0 — sin(x+a) ==

Le equazioni lineari

ESEMPIO

Risolviamo I'equazione lineare SiNX ++/3 COSX + \/5 =0 con il metodo del sistema

il,'sinx ++4/3cosx +\/§:0
Tsin?x +cos?x =1

Applichiamo il metodo di sostituzione

sinx = -V3cosx -3 {sinx+ 3cosx +4/3=0
2 e
(—\/gcosx —\/5) +cos’x =1 2cos®x +3cosx +1=0
cosx =-1
-1 { . 0 - X=p+2kp
_3+4/9- sinx =
Dalla seconda equazione ricaviamo che COS X :31'498:< 1
2 cosx:—% A
- X=—p+2kp
. V3 3
sSinx =-—
2

12
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ESEMPIO
sinx ++3cosx —\/520
a=1 e b:\/§ quindi a’+b?=2
Dividendo entrambi i membri per 2 otteniamo: Esinx + ﬁCOSX = ﬁ
2 2 2
Abbiamo percio cosa= 1 sina = ﬁ cioe a= P
2 3

L'equazione e quindi equivalente all’equazione elementare:

] 0
singx +£+:ﬁ
e 3g 2

Che hasoluzioni X =2kp e X = g +2kp

Equazioni omogenee di secondo grado in seno
e coseno

DEFINIZIONE
Un’equazione omogenea di secondo grado in sin X e cos X Si puo
scrivere nella forma:

asin?x + b sin x cos x + ¢ cos? x = 0.

Metodo risolutivo

«Sea=0:bsinxcos x + ¢ cos?x =0 — cos x(b sin x + ¢ cos x) = 0.
«Se ¢ = 0: asin?x + b sin x cos x = 0 — sin x(a sin x + b cos x) = 0.
«Se a#0ec#0: sidivide per cos? x (diverso da 0, poiché a # 0)
asin?x+bsinxcosx+ccos?x=0—atan?x+btanx+c=0.

Un’equazione di tipo a sin? x + b sin x cos x + c cos?x =d, cond # 0,

e riconducibile a omogenea di secondo grado in seno e coseno:
a sinZ x + b sin x cos x + ¢ cos? x = d(sin2 x + cos? x).

13
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ESEMPIO

SinX cosX - cos?x =0

/ cosx =0
Raccogliamo: COSX (sinx - cosx) =0

.sinx -cosx =0

cosx =0 — X :§+kp

cosx =sinx — X :§+kp

ESEMPIO
sin®x - 4sinx cosx +3cos*x =0

Poiché a #0 A c # 0, dividiamo entrambi i membri del’equazione per Cos2 x =0
e otteniamo

tan’x -4tanx +3=0

3
Applichiamo la formula risolutiva tanx =2+yJ4-3 = < 1

Dunque tanX =1 che fornisce le soluzioni X = 45°+k 180°

e tanX =3 che fornisce le soluzioni X =71°33'54"+k 180°

14
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Lequazione  asin’x +bsinx cosx +c cos’x =d

si trasforma in una omogenea moltiplicando d per 1,

cioe per sin®X +cos’ x (prima identita goniometrica fondamentale)

ESEMPIO

2sinx +x/§sinx COSX -C0S?X =2

Moltiplichiamo il secondo membro per I'espressione sin? X +cos?X :
2sin? x ++/3sinx cosx - cos?x = 2(sin2 X +c0s? x)

Svolgendo i calcoli otteniamo v/3 SiNX cosX -3c0s*x =0

Raccogliamo V3 COS X \/E COSX (sinx - \/5 cosx) =0

Dallequazione COSX =0 ricaviamo X :g

+kp

eda SiNX -+/3cosx =0 ricaviamo X :§+kp

Disequazioni goniometriche

DEFINIZIONE

Una disequazione goniometrica contiene almeno una funzione
goniometrica dell’incognita.

Le disequazioni goniometriche elementari sono del tipo:
sin x > a, cos x > b, tan x > ¢, o analoghe con 2, <, <.
Si risolvono con:

il grafico della funzione goniometrica o la circonferenza goniometrica.
A r Y .

\Iy_ / tanx > \3 V3t
m
""" 3 tanx > V3 3
a
2
O = ™ X lo)
3 Xh
%1’:

15
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ESEMPIO

. 1
Ricaviamo la disequazione SINX < —

. . . . . 5
Tracciamo la circonferenza goniometrica, rappresentiamo Gp/x

ols

N

sull’asse delle y il punto P di ordinata l e individuiamo
2
(o]

gli angoli corrispondenti a tale valore del seno.

| punti dell'asse y di ordinata minore di 1 sono quelli

appartenenti al segmento in colore verde; allora gli angoli

- - -1 .
il cui seno & minore di — sono quelli che appartengono

al corrispondente arco evidenziato in rosso.

Tenendo conto del periodo avremo: 2K p <X < % +2kp U %p +2kp<x <2p+2kp

ESEMPIO
3 T
cosX > \/; NG
Ripetiamo le stesse operazioni individuate nell’esercizio p
prevedente e otteniamo la seguente rappresentazione >
grafica. ¢} é
2
Le soluzioni della disequazione corrispondono all’intervallo .
p P °
-€+2kp<x<g+2kp

21/09/2023
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ESEMPIO
tanx <1
A
2 p
Ripetiamo ancora le stesse operazioni e otteniamo la 4
seguente rappresentazione grafica.
P Ny,
La disequazione ¢ verificata nel seguente intervallo: o 5 >
2
V4 5
—+kr<x<=rm+kx 5
2 4 g
El
5P

Disequazioni riconducibili a quelle elementari

Per risolvere una disequazione goniometrica di tipo piu generale, siamo spesso
ricondotti a risolvere una o piu disequazioni elementari, come accade per le equazioni.
ESEMPIO
2sin*x -sinx -130
Scriviamo I'equazione di secondo grado in sin x associata alla disequazione.
2sin®x -sinx -1=0
. g . 1
che ammette soluzioni SinX =1 U sinx = _E

. 1 .
La disequazione & verificatase ~ SINX £ _E U sinx 31

Dobbiamo a questo punto risolvere due disequazioni elementari.

21/09/2023

17
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sinx E—% verificata se %p+2kp£x £%p+2kp

o~ L]
A}
|
NS
i
<

sinx 31  verificata se X = £+ 2k p
2

La disequazione & quindi verificata se X = % +2kp U %p +2kpEX £ 1—61,0 +2kp

Disequazioni lineari

Per risolvere una disequazione lineare si possono usare gli stessi metodi utilizzati per la
risoluzione delle analoghe equazioni.

In particolare il metodo grafico risulta spesso il pit rapido e immediato.
ESEMPIO

Risolviamo la disequazione SinX -cosX +1>0

) o Isinx -cosx +1>0
Il sistema € equivalente a 1

Tsin®x +cos?x =1

Operiamo le sostituzioni sinx =Y e CcoSX =X e otteniamo

1

¥ -X +1>0 - >X -
1 Cloe
Z¢X %=1

Y2+X2=1 i

2-z

18
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Nel piano cartesiano la seconda relazione rappresenta
una circonferenza con centro nell’'origine e raggio
unitario; la prima rappresenta invece un semipiano la
cui frontiera € la retta di equazione

Y =X-1

L'intersezione tra tale semipiano e la circonferenza é
rappresentata dall’arco maggiore AB; gli angoli con

\ 4

vertice O che insistono su tale arco sono tutti, a meno
del periodo, soluzioni della disequazione data:

2k p<x <%p+2kp

Disequazioni frazionarie e scomponibili

Per risolvere una disequazione goniometrica frazionaria o scomponibile nel prodotto di
due o piu fattori si usano gli stessi metodi applicati per le analoghe disequazioni
algebriche. Per rappresentare graficamente il segno dei fattori &€ conveniente pero usare

tabelle circolari, anziché lineari.

ESEMPIO

\/* Studiamo il segno di ogni termine della
200sX -V2 5 o frazione riportando su due circonferenze

sinx concentriche i risultati ottenuti. Il numero %

delle circonferenze & pari al numero dei

fattori.
"
V2 '
2C0osX —x/EZO - COSX=>— — —ng SE
2 4 4 p
a meno del 4
periodo

21/09/2023
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sinx >0 — 0<x<p
a meno del periodo

Dominio: dominatore # 0

Calcoliamo, al variare di x, il segno della frazione con la regola dei segni
(indicato in figura in rosso) e diamo la soluzione:

2k p<x £§ U p+2kp<x £%p+2kp

GK\@

ESEMPIO

Risolviamo la disequazione tan® X -tanx <0

Scomponiamo l'espressione a primo membro e studiamo,
nel primo angolo giro, il segno di ogni fattore cosi ottenuto:

tanx (tanx —1)<0
v

tanx >0 — O<x<§ v p<x<§p

tanx -1>0 — tanx>1 —

£<X<£ § <X<§
4 2 gPXRP

P r

21/09/2023

Tenendo conto del periodo della K
tangente avremo per soluzione: p<X<

Z+kp O_++-j_

20
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| sistemi di disequazioni

Anche per risolvere un sistema di disequazioni utilizziamo lo stesso metodo e riportiamo le soluzioni
di tutte le disequazione su una serie di circonferenze concentriche (una per ciascuna disequazione).

ESEMPIO
j[sinx (Zsinx - \/5) >0 Nell'intervallo SO, 2pH gp A g
I 3
- 5
t2cos?x <1 i %

1 V3

.fsinx <0 v sinx >7

Il sistema & equivalente a ] >
T V2 V2
w———<COSX < —
T 2
Dalla sua osservazione p 2 5 7 5 \./ Zp
possiamo dedurre che il —<X <—=p V —p<X<-=-p Zp 4
sistema & verificato se 3 3 4

Risolviamo 4cos? x — 4cos x —3 < 0.

Consideriamo cos x come incognita e risolviamo dapprima I'equazione associata.

1
V/ T2
4cos’x —4cosx —3=0 — cosx=M=&=
4 4 3
2
La disequazione ¢ soddisfatta per i valori interni all'intervallo delle soluzioni, cioé:
1 B
. <
P = CosSX = 2"

Rappresentiamo graficamente gli intervalli soluzione della disequazione con il grafico della funzione
y = cos x (figura a) oppure con la circonferenza goniometrica (figura b).

y
_3
3 =3
2
™~ =2, 4.3
o 23 2372 27
-1 ‘ ‘ x
2 | __1
-1 y = cos X y=-7
a b

Le soluzioni della disequazione sono:

2kt <x < %n+2an%x+ 2kt < x < 2+ 2km.
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i. Risolvere la seguente equazione
2sinzreosx — vV3ecosw — 2sin’z + v3sinz = 0
SOLUZIONE. Osservando 1 coellicienti dei quattro termini. si pud notare che & possibile effettuare un
raccoglimento parziale
2sinz (cosz —sinx) — 3 (cosz —sinz) = 0
da cul
(cosx —sinx) (‘2 sine — \/51) =0
Applichiamo la legge dell’annullamento del prodotto e consideriamo il primo fattore
cosr—sinz =0 +/2 (%cosr — %sinr) =0 /2sin(45° —z) =0

pertanto

sin(45° —z) =0 45° —x=kr 2 =45"+km
consideriamo ora il secondo fattore

sinr = "Tj z = 60" + k360° = =120° + k360°
Risolvere la seguente equazione

cos (30° + ) + cos (30° —x) =

vl e

SOLUZIONE. Applichiamo le formule di addizione e sottrazione
. . 3
cos 30° cos z—sin38°sii x + cos 30° cos r4-sind0 s T = 3

da cui

ro| W

3
2- %cosr =V3cosz =
pert anto
CcosT = % x = 30° + k360° 2= —30° (e 330°) + k360°

Risolvere la seguente equazione

cos 2x + sinZx = 0

SoLvzioNe, Riscriviamo applicando la formula di duplicazione per avere argomenti uguali
1-2sin” 2 +sinr =0
da cul
sinfr =1 sinx = x1
pertanto

T
r=—+kr
2
Risolvere la seguente equazione
x
2 cos? 5 teosr= 1

SorvzioNne. Applichiamo la formula di bisezione

cosx + 1
2———— 4cosx=1
2
ciod
2cosr =0

risolvendo
™
cosz=0 z= j:§+2k7?
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. Risolvi la segnente disequazione fratta
sin T
= >
cosz+1 —
SoLUzIONE. Lo studio del segno di una frazione richiede lo studio del numeratore e del denominatore per
poi ottenere il segno della frazione stessa.
Numeratore
sinz >0 (0<2<m)+ 2kt
Denominatore
cosz>—-1 0<z<2km x#w+2kn
1l segno della frazione sara

0<z<m

Risolvi la seguente disequazione fratta
3

2cosx

—2cosxz >0

con 0 <z < 2m.

SoLuzioNE. Lo studio del segno di una frazione richiede lo studio del muneratore e del denominatore per
poi ottenere il segno della frazione stessa. Svolgiamo prima il calcolo per ottenere un’unica frazione

3 —dcos’x
2cosz
Numeratore 3
cos?z < 1 7§ <eosx < g
Denominatore

cosz>0 0<z<i 3m<z<n
1l segno della frazione sara
<r<

wol=
=21

T <r<

ol

3 11
T ogT< e < Fw

= E]
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Risolvi la seguente disequazione fratta

5
5sin’ o + sinz 4 cos’ & > 3

con 0 <z<2m

SoLUZIONE. La disequazione @ di secondo grado rispetto a sinz. Applicando la proprieta fondamentale si
pud riscrivere
: . . 5
Ssin?z 4sinz 41 —sin’z — B >0

ossia sommando i termini simili e moltiplicando tutto per 2

8sin®  + 2sinz — 3 > 0

Applichiamo la formula risolutiva ridotta dell’equazione associata

—1:yVIF2
s

_3
l4
2

le soluzioni in sinz saranno contenute negli intervalli esterni a queste radici

sinz =

sinz < — % 5i.11:c>%

i valori di = saranno

Z<r<im mtarcsind <z < 27 — aresin 3

FUNZIONI TRIGONOMETRICHE INVERSE

Le funzioni arcocoseno, | arccos z |, arcoseno, , e arcotangente,

. sono definite rispettivamente come le inverse delle funzioni cos x
ristretta all'intervallo [0, 7], sin ristretta a [ 3, 3] e tana ristretta a

(=3,3)-

Osservato che cos([0, 7]) = sin([— 5, 5]) = [-1,1] e tan((

—4,%5)) =R, siha  Abbiamo
B aoc[-1,1], arccosz=y < yel0,n], cosy==u

B Dom(arccos) = cos([0,7]) = [~1,1] e Im(arccos) = [0,7];
Wzc[-1,1, arcsihz=y & yel[-3 3], sny=z B Dom(arcsin) = sin([- 5, 5]) = [~1,1] e Im(aresin) = [-3,5);
WacR, arctane =y & yE(-5,3), tany== B Dom(arctan) = tan((~,3)) = R e Im(arctan) = (-7, 5).
Ad esempio 11 grafico delle funzioni arccos x e arcsin @ risulta rispettivamente il
» Abbiamo che | arccos § = T |d:1to che T € [0,7] ecos§ = 3. simmetrico rispetto alla bisettrice y = @ delle funzioni cos @, ristretta a
' [0, 7], e sine, ristretta a [— 7, 7]

» Siha nrcsin% =%
5

- inT=1lex _T
essendosinf = 4 e T €[-F,

w3

|

> Risulta arctan(—1) = =% dato che —§ € (=3, ) e tan(—F) = —1

i = arccos T Yy = arcsinx

el

ol

NOTA: la funzione arcsinz & dispari e, dall'identita degli angoli

complementari, si ha arccosa + arcsinz = 3 per ogni € [—1,1].
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Il grafico della funzione arcontangente risulta invece il simmetrico alla

bisettrice y = a del grafico della funzione tan z ristretta a (E g)

ol . ARCO COTANGENTE
AT Es la funcion f: R— (0,n) definida por
i y = arccotx si y solosi x=coty
YA

NOTA: la funzione arctanz ¢ dispari, strettamente crescente e assume

valori strettamente compresi tra —5 ¢ 7. \
Dom(f) = R
Nl
|
X
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