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Esponenziali

Notiamo che la base delle potenze non può essere negativa. 
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Potenze con esponente reale

ESEMPIO

Definiamo        a partire dalle potenze con esponente razionale.

, come ogni numero irrazionale, può essere approssimato per 

eccesso o per difetto da due successioni di numeri decimali finiti.

1,4    1,41    1,414    1,4142 ...    per difetto;

1,5    1,42    1,415    1,4143 ...    per eccesso.

Consideriamo ora le seguenti successioni di potenze con base 3.

31,4 31,41 31,414 31,4142 ... 

31,5 31,42 31,415 31,4143 ...

Esiste un unico numero reale più grande di tutti gli elementi della prima

successione e più piccolo di tutti quelli della seconda, si indica con       .

DEFINIZIONE

La potenza ax con esponente reale x > 0 di un numero reale a tale 

che a > 0 e a ≠ 1, è l’unico numero reale:

●maggiore di tutte le potenze di a con esponenti razionali che 

approssimano x per difetto se a > 1 o per eccesso se 0 < a < 1;

●minore di tutte le potenze di a con esponenti razionali che 

approssimano x per eccesso se a > 1 o per difetto se 0 < a < 1.

Si definiscono poi:

● 1x = 1 per qualunque numero reale x;

● 0x = 0 per qualunque numero reale x positivo;

● a0 = 1 per qualunque numero reale a positivo;

● per qualunque coppia di numeri reali positivi a e r.

Non sono definite le potenze con base un numero negativo.

Potenze con esponente reale
2 3 ×23 3 = 24 3

7 2( )
5

= 7 10
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Proprietà delle potenze
TEOREMA

All’aumentare dell’esponente reale x, la potenza ax:

●aumenta (funzione crescente) se a > 1: x1 < x2 ⟷ ax1 < ax2 ;

●diminuisce (funzione decrescente) se 0 < a < 1:  x1 < x2 ⟷ ax1 > ax2.

Anche per le potenze con esponente reale valgono le proprietà delle 

potenze con esponente razionale. Cioè ∀ a, b ∈ e ∀ x, y ∈ :

●prodotto di potenze di uguale base: ax · ay = ax+y;

●quoziente di potenze di uguale base: ax : ay = ax−y;

●potenza di potenza: (ax)y = ax·y;

●prodotto di potenze di uguale esponente: ax · bx = (a · b)x;

●quoziente di potenze di uguale esponente: ax : bx = (a : b)x.

ESEMPIO

25 > 2𝛑 perché la base 2 è maggiore di 1.

Funzione esponenziale

Se a = 1, otteniamo la funzione costante y = 1 perché 1x = 1 ∀x ∈ .

Se a ≠ 1, distinguiamo i due casi a > 1 e 0 < a < 1.

DEFINIZIONE

Si chiama funzione esponenziale ogni funzione del tipo:

y = ax, con a ∈ .
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Funzione esponenziale: proprietà

Proprietà di ax:

●dominio:    ;

●insieme immagine:     ; 

●intersezione con gli assi: (0; 1);

●iniettiva e biunivoca (se il codominio è     );

●crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1; 

●asintoto orizzontale y = 0 (la funzione si avvicina sempre più a 0).

Inoltre, per ogni base a ≠ 1, il grafico della funzione

esponenziale y = ax è il simmetrico rispetto all’asse 

y del grafico di                 . 

Equazioni esponenziali

Consideriamo l’equazione esponenziale ax = b, con a > 0, a ≠ 1. 

●Se b ≤ 0, l’equazione è impossibile perché ax è sempre positivo.

●Se b > 0, l’equazione è ha sempre una e una sola soluzione perché y

= ax è biunivoca.

È possibile risolvere l’equazione in modo immediato, se si riescono a 

scrivere a e b come potenze aventi la stessa base.

DEFINIZIONE

Un’equazione esponenziale contiene almeno una potenza con 

l’incognita nell’esponente.

ESEMPIO

Risolviamo 25x = 125.

25x = 125 → (52)x = 53 → 52x = 53 → 2x = 3 →
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2x = 32

2x = 25

x = 5

2x +4 = 34- 2x

2x × 24 = 34- 2x

2x × 24 + 2x = 34

2x × 24 +1( ) = 34

2x ×17 = 34

2x = 2

x =1

Disequazioni esponenziali
DEFINIZIONE

Una disequazione esponenziale contiene almeno una potenza con 

l’incognita nell’esponente.

ESEMPIO

Risolviamo la disequazione

Poiché le potenze hanno base minore di 1, dalla disuguaglianza 

precedente tra le potenze otteniamo una disuguaglianza fra gli 

esponenti di verso contrario:
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Per risolvere la disequazione ax > ak , k>0:

• se 0 < a < 1 basta risolvere quella di verso opposto tra gli esponenti:

• se a > 1 basta risolvere quella dello stesso verso tra gli esponenti:
 

a x > a k    ®     x < k

a x > a k    ®     x > k
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Logaritmi



Prof.ssa Papapicco Anna Maria 21/09/2023

8

DEFINIZIONE

Dati due numeri reali positivi a e b, con a ≠ 1, chiamiamo logaritmo in 

base a di b l’esponente x da assegnare alla base a per ottenere il 

numero b:

loga b = x ⟷ ax = b.

Il numero b viene detto argomento del logaritmo.

Dalla definizione, supponendo a, b > 0 e a ≠ 1, otteniamo:

●loga 1 = 0, perché a0 = 1;

●loga a = 1, perché a1 = a;

●aloga b = b, perché loga b è l’esponente a cui elevare a per ottenere b.

Definizione di logaritmo

log5 125 = 3         infatti       53 = 125

61    cioè  2     4log 4

2  Se === bbb

5   cioè  252      225log   Se === aaa

01log2 = 5
log

5
3

= 3 15log5 =

TEOREMA

All’aumentare dell’argomento b (reale positivo), il logaritmo loga b:

●aumenta se a > 1: b1 < b2 ⟷ loga b1 < loga b2;

●diminuisce se 0 < a < 1: b1 < b2 ⟷ loga b1 > loga b2.

ESEMPIO

log10 5 > log10 2, perché la base 10 è maggiore di 1;

TEOREMA

Se due numeri positivi sono uguali, anche i loro logaritmi, rispetto a una 

stessa base, sono uguali e viceversa:

x = y ⟷ loga x = loga y.
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TEOREMA

Il logaritmo del prodotto di due numeri positivi è uguale alla

somma dei logaritmi dei due fattori:

loga (b · c) = loga b + loga c,   con b > 0, c > 0.

Il logaritmo del quoziente di due numeri positivi è uguale alla

differenza fra il logaritmo del dividendo e il logaritmo del divisore:

Il logaritmo della potenza di un numero positivo elevato a un 

esponente reale è uguale al prodotto dell’esponente per il logaritmo

del numero positivo:   loga bn = n · loga b, con b > 0, n ∈ .

log
a
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TEOREMA

Le calcolatrici calcolano i logaritmi in base 10 e in base e = 2,71828....

Per distinguere i logaritmi nelle due basi si usano le seguenti notazioni:

● log x indica il logaritmo decimale, log10 x; 

● ln x indica il logaritmo naturale o neperiano, loge x.

Per scrivere loga b mediante logaritmi in base c > 0 si utilizza la 

formula del cambiamento di base.

Formula del cambiamento di base

ESEMPIO

Calcoliamo log3 14 utilizzando i logaritmi 

decimali.
log
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L’argomento del logaritmo è positivo: il dominio della funzione è      .

La funzione logaritmica è l’inversa della funzione esponenziale.

Funzione logaritmica
DEFINIZIONE

Una funzione logaritmica è del tipo:

y = loga x,    con a > 0 e a ≠ 1.

Funzione logaritmica: proprietà

Proprietà di loga x:

●dominio:     ;

●insieme immagine:    ; 

●intersezione con gli assi: (1; 0);

●biunivoca;

●crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1; 

●asintoto verticale x = 0 (la funzione si avvicina sempre più a x = 0).

Per a > 0 e a ≠ 1 i grafici di y = loga x e 

sono i simmetrici l’uno dell’altro rispetto all’asse x.

Infatti, per la formula del cambiamento di base, si ha

.
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▪ è definita per x > 0 qualunque sia la base a > 0 (con a ≠ 1);

▪ tutte le curve logaritmiche passano per il punto di coordinate (1; 0); 

▪ quando 0 < a < 1 la funzione è:

• decrescente;

• assume valori positivi se 0 < x < 1;

• assume valori negativi se x > 1;

▪ quando a > 1 la funzione è:

• crescente;

• assume valori negativi se 0 < x < 1;

• assume valori positivi se x >1.

0 < a < 1

a > 1

Caratteristiche della funzione logaritmica y = loga x :

Consideriamo l’equazione logaritmica del tipo       loga A(x) = loga B(x). 

Le condizioni di esistenza dei logaritmi richiedono A(x) > 0 e B(x) > 0.

Dal momento che A(x) = B(x) ⟷ loga A(x) = loga B(x), si cercano le 

soluzioni di A(x) = B(x) che soddisfano le condizioni di esistenza.

Equazioni logaritmiche
DEFINIZIONE

Un’equazione logaritmica ha l’incognita che compare nell’argomento 

di almeno un logaritmo.

ESEMPIO

Risolviamo l’equazione (log3 x)2 − 2 log3 x − 3 = 0.

Poniamo log3 x = t:

da cui log3 x = −1 → x1 =     , log3 x = 3 → x2 = 27.

Entrambe le soluzioni soddisfano la condizione di esistenza.
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Le equazioni logaritmiche

23

Risolviamo l’equazione: ( ) ( )1loglog24log 393 ++=+ xxx
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Si consideri la disequazione logaritmica di forma loga A(x) < loga B(x).

Disequazioni logaritmiche

Per passare a una disequazione tra gli argomenti 

A(x) e B(x) si ricorda che con b, c > 0:

●per a > 1,          loga b < loga c ⟷ b < c;

●per 0 < a < 1,    loga b < loga c ⟷ b > c.

Le soluzioni della disequazione logaritmica si 

ottengono risolvendo il sistema formato da:

●le condizioni di esistenza della disequazione;

●la disequazione che si ottiene dalla disuguaglianza 

degli argomenti.

Riassumendo:

Per risolvere la disequazione                                                                                                                 si deve:

▪ individuare il dominio: 

▪ scrivere la disequazione di verso opposto fra gli argomenti dei due logaritmi se 0 < a < 1:

▪ scrivere la disequazione dello stesso verso fra gli argomenti dei due logaritmi se a > 1:

log
a

f x( ) > log
a

g x( )    o   log
a

f x( ) < log
a

g x( )

f x( ) > 0

g x( ) > 0

ì

í
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log
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27
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ESEMPI
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