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DEFINIZIONE

Dati nel piano un punto F e una retta d, si 

chiama parabola la curva piana luogo 

geometrico dei punti equidistanti da F e da d.

Il punto F è il fuoco e la retta d è la direttrice.

La retta passante per il fuoco e perpendicolare 

alla direttrice si chiama asse della parabola.

Il punto V in cui la parabola interseca il suo 

asse è il vertice della parabola.

L’asse della parabola è anche asse di simmetria della curva.

Parabola

Concavità

Nella parabola y = ax2, a > 0 → y ≥ 0 e a < 0 → y ≤ 0.

Se a > 0 la parabola volge la concavità verso l’alto.

Se a < 0 la parabola volge la concavità verso il basso.

Se a = 0, l’equazione diventa y = 0 e la parabola è degenere.
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Parabola con asse verticale

La parabola di asse parallelo all’asse y e vertice V(xV; yV) ha equazione

Ponendo −2axV = b e axV
2 + yV = c, l’equazione diventa:

Dalle sostituzioni effettuate ricaviamo:

Casi particolari
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Ogni parabola con asse parallelo all’asse x si può ottenere come 

corrispondente, nella simmetria assiale rispetto alla bisettrice del primo 

e terzo quadrante, di una parabola con asse parallelo all’asse y.

Nell’equazione si scambia x con y:

Equazione dell’asse:

Vertice: 

Fuoco:

Equazione della direttrice:

Parabola con asse orizzontale
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Le intersezioni di una parabola e una retta sono date dal sistema:

Il numero di soluzioni dipende dal determinante 𝚫 dell’equazione:

●se 𝚫 > 0, la retta è secante la parabola in due punti;

●se 𝚫 = 0, la retta è tangente alla parabola in un punto;

●se 𝚫 < 0, la retta è esterna alla parabola.
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Rette tangenti a una parabola

Le rette per un punto tangenti alla parabola sono due, una o nessuna.

Se per un punto P è possibile tracciare:

●due rette tangenti, si dice che P è esterno alla parabola;

●una sola retta, P è sulla parabola; 

●nessuna retta tangente, allora P si dice interno alla parabola.

Rette tangenti a una parabola

Per determinare le rette tangenti per P(x0; y0) scriviamo il sistema:

La tangenti si trovano ponendo la condizione 𝚫 = 0 e risolvendo per m.

Se il punto P(x0; y0) appartiene alla parabola, l’equazione della retta

tangente all’ellisse in P si trova con la formula di sdoppiamento:

La formula si ottiene dall’equazione della parabola con le sostituzioni:

x →               ;    y →               ;    x2 → x0x.
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Equazione della circonferenza

La distanza fra i punti della circonferenze e il centro è il raggio.

DEFINIZIONE

Assegnato nel piano un punto C, detto centro, si 

chiama circonferenza la curva piana luogo 

geometrico dei punti equidistanti da C: 

= costante.

Un generico punto P(x; y) appartiene alla 

circonferenza di raggio r e centro C(𝛂; 𝛃) 

se e solo se:    = r → 2 = r2.

L’equazione cercata è                                         .

Svolgendo i calcoli l’equazione diventa:
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Data l’equazione di una circonferenza nella forma

x2 + y2 + ax + by + c = 0,

il centro C ha coordinate                       , 

il raggio r è  

L’equazione x2 + y2 + ax + by + c = 0 rappresenta

una circonferenza solo se r è un numero reale, cioè

è rispettata la condizione di realtà:

Se r = 0 la circonferenza è degenere e si riduce al 

solo punto C.

Casi particolari

Consideriamo alcuni casi particolari dell’equazione

x2 + y2 + ax + by + c = 0. 
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La posizione è determinata dal numero di 

soluzioni del sistema formato dalle equazioni

della circonferenza e della retta:

La posizione di una retta rispetto a una circonferenza dipende dalla

distanza d del centro della circonferenza dalla retta.

Applicando il metodo di sostituzione, otteniamo un’equazione di 

secondo grado detta equazione risolvente di determinante 𝚫. 

Si ha:

●se 𝚫 > 0, la retta è secante;

●se 𝚫 = 0, la retta è tangente;

●se 𝚫 < 0, la retta è esterna.

Rette tangenti a una circonferenza

Dati un punto P(x0; y0) e una circonferenza x2 + y2 + ax + by + c = 0, 

determiniamo le equazioni delle rette per P tangenti alla circonferenza.

Si pone 𝚫 = 0 nell’equazione di secondo grado 

ottenuta per sostituzione dal sistema

tra il fascio di rette per P e la circonferenza:

In alternativa, si pone la distanza tra centro C e una generica retta 

passante per P, di equazione y − y0 = m(x − x0) uguale al raggio r.

Con entrambi i metodi si trovano i valori di m.

Le rette tangenti si ottengono sostituendo m in y − y0 = m(x − x0).
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Rette tangenti a una circonferenza

Se il punto P(x0; y0) appartiene alla circonferenza, 

possiamo applicare anche i seguenti metodi.

La tangente è la perpendicolare in P alla retta PC.

Si determina il centro della circonferenza e si 

calcola il coefficiente angolare m di PC. 

La tangente ha equazione

In alternativa, si ottiene l’equazione della tangente con la formula di 

sdoppiamento:
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Ellisse come luogo geometrico
DEFINIZIONE

Dati nel piano due punti, F1 e F2, si chiama ellisse il 

luogo geometrico dei punti P del piano tali che sia 

costante la somma delle distanze di P da F1 e da F2:

F1 e F2 sono i fuochi dell’ellisse.

Il punto medio del segmento F1F2 è il centro dell’ellisse.

Indichiamo con: 

●2c la distanza tra F1 e F2, detta distanza focale;

●2a la somma costante delle distanze dei punti 

dell’ellisse dai fuochi →

Si ha  

Ellisse con i fuochi sull’asse x

Consideriamo un’ellisse con centro in O(0; 0) e 

fuochi sull’asse x, F1(−c; 0) e F2(c; 0).

Sia P(x; y) un generico punto del piano, allora

P appartiene all’ellisse se e solo se                                             .

Sostituendo                 otteniamo:                                                            .                      

Ponendo a2 − c2 = b2, si ottiene l’equazione canonica dell’ellisse:

Avendo posto a2 − c2 = b2, risulta a2 > b2 → 
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Ellisse con i fuochi sull’asse y

Consideriamo un’ellisse con centro in O(0; 0) e fuochi

sull’asse y, F1(0; −c) e F2(0; c).

Indichiamo con 2b la somma costante delle distanze

dei punti dell’ellisse dai fuochi →

Con calcoli analoghi a quelli del caso precedente ma ponendo 

b2 − c2 = a2, si ottiene la stessa equazione canonica dell’ellisse:

In questo caso, poiché b2 − c2 = a2, risulta b2 > a2 → 

Vertici e assi

I punti di intersezione dell’ellisse con gli assi cartesiani sono:

●A1(−a; 0) e A2(a; 0) per l’asse x;

●B1(0; −b) e B2(0; b) per l’asse y.

I punti A1, A2, B1 e B2 si chiamano vertici dell’ellisse.

I segmenti A1A2 e B1B2 sono detti assi dell’ellisse.

La distanza          vale 2a, mentre           vale 2b, quindi a e b sono le 

misure dei semiassi.

Se l’ellisse ha i fuochi sull’asse x, a > b

quindi A1A2 è detto asse maggiore e B1B2

è detto asse minore.

Viceversa se l’ellisse ha i fuochi sull’asse 

y, B1B2 è l’asse maggiore mentre A1A2 è 

l’asse minore.
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Il rapporto fra la distanza focale e la lunghezza dell’asse maggiore di 

un’ellisse è detto eccentricità. Si indica con e. Vale 

Se i fuochi sono sull’asse x,

Se i fuochi sono sull’asse y,

L’eccentricità e indica la forma più o meno schiacciata dell’ellisse. 

Eccentricità

Determinare le coordinate dei vertici e dei fuochi e l’eccentricità della seguente ellisse :
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27

Prendiamo l’equazione dell’ellisse con assi di simmetria gli assi cartesiani e passante per i punti:

A 5, 0( ) B 4, 
9

5

æ

è
ç

ö

ø
÷

a 2 = 25

16

25
+

81

25b 2
= 1

ì

í
ï

î
ï

a 2 = 25

b 2 = 9

ì
í
î

L’ellisse ha equazione 
x 2

25
+

y 2

9
= 1

e ha i fuochi sull’asse delle ascisse.

Imponiamo il passaggio per i due punti

25

a 2
= 1

16

a 2
+

81

25

b 2
= 1

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

Passaggio per A

Passaggio per B

y

x




A

B

La posizione di una retta rispetto a un’ellisse è determinata dal numero

di soluzioni del sistema formato dalle equazioni dell’ellisse e della retta:

Applicando il metodo di sostituzione, otteniamo un’equazione di 

secondo grado detta equazione risolvente di determinante 𝚫. 

Posizione di una retta e un’ellisse
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Rette tangenti a un’ellisse

Le rette per un punto P tangenti a un’ellisse sono due, una o nessuna.

La tangenti si trovano ponendo                nell’equazione risolvente. 

Se il punto P(x0; y0) appartiene all’ellisse, si può determinare 

l’equazione della retta tangente all’ellisse in P utilizzando:
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32

ESEMPIO

Determiniamo l’equazione della tangente per P (4, 1) all’ellisse di equazione 
x 2

20
+

y 2

5
= 1

Sostituiamo le coordinate di P nell’equazione dell’ellisse:

16

20
+

1

5
=

20

20
=1 P è un punto dell’ellisse.

Possiamo applicare le formule di sdoppiamento: nell’equazione dell’ellisse nella forma x 2 + 4y 2 = 20

operiamo le seguenti sostituzioni:

x0x=4x   al posto di   x2 y0y =y  al posto di   y2 

L’equazione della tangente per P è quindi 4x + 4y = 20 x + y = 5
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Iperbole come luogo geometrico
DEFINIZIONE

Dati nel piano due punti, F1 e F2, si chiama iperbole il 

luogo geometrico dei punti P del piano tali che sia 

costante la differenza delle distanze di P da F1 e da 

F2:

F1 e F2 sono i fuochi dell’iperbole.

Il punto medio del segmento F1F2 è il centro.

Indichiamo con: 

●2c la distanza tra F1 e F2, detta distanza focale;

●2a la differenza costante delle distanze dei punti 

dell’iperbole dai fuochi →

Si ha  

Iperbole con i fuochi sull’asse x

Consideriamo un’iperbole con centro in O(0; 0) e 

fuochi sull’asse x, F1(−c; 0) e F2(c; 0).

Sia P(x; y) un generico punto del piano, allora

P appartiene all’iperbole se e solo se                              

Sostituendo                 si ha:                                                            .                      

Poiché 0 < a < c, allora a2 < c2 → c2 − a2 > 0.

Ponendo c2 − a2 = b2, si ottiene l’equazione canonica dell’iperbole con 

i fuochi sull’asse x:
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Iperbole con i fuochi sull’asse y

Consideriamo un’iperbole con centro in O(0; 0) e 

fuochi sull’asse y, F1(0; −c) e F2(0; c).

Indichiamo con 2b la differenza costante delle distanze

dei punti dell’iperbole dai fuochi →

Con calcoli analoghi a quelli del caso precedente ma ponendo 

c2 − b2 = a2, si ottiene l’equazione canonica dell’iperbole con i fuochi 

sull’asse y:

Vertici, assi e asintoti

Consideriamo un’iperbole con i fuochi sull’asse x.

A1(−a; 0) e A2(a; 0) sono le intersezioni 

dell’iperbole con l’asse x e si dicono vertici reali.

Il segmento A1A2 si chiama asse trasverso.

L’iperbole non ha intersezioni con l’asse y, ma è 

comunque utile considerare i punti 

B1(0; −b) e B2(0; b), detti vertici non reali.

Il segmento B1B2 si chiama asse non trasverso.

Il rettangolo dai lati paralleli agli assi e passanti per 

A1, A2, B1 e B2 permette di disegnare gli asintoti:
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Il rapporto fra la distanza focale e la lunghezza dell’asse trasverso di 

un’iperbole è detto eccentricità. Si indica con e. Vale e > 1.

Se i fuochi sono sull’asse x,

Se i fuochi sono sull’asse y,

L’eccentricità e regola l’apertura dei rami dell’iperbole. 

Eccentricità
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ESEMPIO

10

Determiniamo l’equazione dell’iperbole che passa per due punti assegnati:

P
1

2
,-1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Q 1, 7( )

Se consideriamo l’equazione del tipo  

 

                    , 

imponendo il passaggio per i due punti P e Q e otteniamo il sistema
 

x 2

a2
-
y 2

b 2
= 1

1

a2
-
7

b 2
= 1

che ha soluzione

a2 =
1

8

b2 = 1

L’iperbole ha quindi equazione 8x 2 - y 2 =1

1

4

a 2
-

1

b 2
= 1

11

ESEMPIO

Considerando ora l’equazione e scriviamo il sistema associato:
x 2

a2
-
y 2

b 2
= -1

1

a2
-
7

b 2
= -1

tale sistema ammette la soluzione

a2 = -
1

8

b2 = -1

, algebricamente non accettabile.

1

4

a 2
-

1

b 2
= -1
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L’IPERBOLE EQUILATERA

Un’iperbole si dice equilatera se ha i semiassi uguali, cioè se 

Equazione riferita al centro e agli assi:

14

a = b

x 2 - y 2 = a2 se i fuochi sono sull’asse x e si ha che:

• i vertici hanno coordinate

• i fuochi hanno coordinate

±a,0( )
±a 2,0( )

x 2 - y 2 = -a2 se i fuochi sono sull’asse y e si ha che:

• i vertici hanno coordinate

• i fuochi hanno coordinate

0,±a( )
0,±a 2( )

Gli asintoti, in entrambi i casi, hanno equazioni y = ±x



Prof.ssa Papapicco Anna Maria 21/09/2023

22

La posizione di una retta rispetto a un’iperbole dipende dal numero di 

soluzioni del sistema formato dalle equazioni dell’iperbole e della retta.

Applicando il metodo di sostituzione, si ottiene l’equazione risolvente:

●se 𝚫 > 0, la retta è secante l’iperbole in due punti;

●se 𝚫 = 0, la retta è tangente all’iperbole in un punto;

●se 𝚫 < 0, la retta è esterna all’iperbole;

●se è di primo grado, la retta è secante l’iperbole in un solo punto.

Rette tangenti a un’iperbole

Le rette per un punto tangenti a un’iperbole sono due, una o nessuna.

La tangenti si trovano ponendo                nell’equazione risolvente. 

Se il punto P(x0; y0) appartiene all’iperbole, si può determinare 

l’equazione della retta tangente in P con la formula di sdoppiamento:
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In generale, si può dimostrare che un’iperbole 

equilatera che ha gli asintoti paralleli agli assi 

cartesiani, ha un’equazione del tipo:

Le equazioni degli asintoti sono: 

Le coordinate del centro di simmetria sono: 

Iperbole equilatera

L’equazione di un’iperbole equilatera riferita ai propri asintoti è:

xy = k,    con k costante positiva o negativa.

Gli assi di simmetria dell’iperbole equilatera riferita agli asintoti sono le 

bisettrici dei quadranti, quindi fuochi e vertici appartengono a tali rette.
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