DEFINIZIONE

PROCESSO LOGICO E OPERATIVO MEDIANTE IL
QUALE, SULLA BASE DI UN GRUPPO Di
OSSERVAZIONI O DI ESPERIMENTI, SI PERVIENE A
CERTE CONCLUSIONI, LA CUI VALIDITA® PER UN
COLLETTIVO Piu AMPIO E° ESPRESSA IN TERMINI
PROBABILISTICI.



PROBLEMI INFERENZIALLI

STIMA E VERIFICA DELLE IPOTESI

Il problema di inferenza puo essere impostato in
modi diversi:

-Stima sulla base dell’ evidenza empirica si
assegna al parametro di interesse:

un valore (stima puntuale)
un insieme di valori (stima per intervallo)

*Test delle ipotesi si formulano ipotesi alternative
sul valore del parametro di interesse e si valuta
quale 'e maggiormente supportata dall’ evidenza
empirica



STIMA PUNTUALE

Stima puntuale

Il parametro incognito viene stimato mediante

un opportuna funzione dei dati campionari,
detta stimatore.

Solitamente si usa:

 la media campionaria per stimare la media
della popolazione

 |a varianza campionaria per stimare la varianza
della popolazione

* la frequenza relativa di successo per stimare la
probabilita di successo



STIMATORE E STIMA

La stima ¢ il valore che lo stimatore assume nel campione
osservato.

Lo stimatore € una v.c.,

la stima € una costante.

Mentre siamo in grado di valutare la qualita dello stimatore
in base alle sue caratteristiche nell’ universo dei campioni,
non possiamo dire nulla della stima ottenuta In
corrispondenza del singolo campione osservato.

Non siamo in grado, sulla base della sola stima (un numero),
di valutare I’ errore dovuto al campionamento.




GLI STIMATORI

Def : una statistica ¢ una qualunque funzione T =f ( X,...,X,, ) della
v.C. ( Xys....X,, ) descritta dalla n-upla campionaria ( x,...,X,, )

Def : uno stimatore ¢ una statistica T, le cui determinazioni servono a
fornire delle stime del parametro ignoto 0 della v.c. X in cui sono state
effettuate le n prove.

Es.: Sia E un evento di probabilita sconosciuta 0. Per stimare questa
prob. vengono effettuate n=2 prove bernoulliane che forniscono i
valori x; e Xx,.

Allora la v.c. (X, + X,) € una statistica, mentre la v.c. :

X =%()(1 + X))

¢ uno stimatore in quanto si pensa che le sue determinazioni diano stime
di




Proprieta degli STIMATORI

Vediamo ora quali sono le proprieta che un generico stimatore
T,=1(X,,...,X,) per un parametro incognito 0 della v.c. X
deve possedere perché le sue stime siano affidabili.

1) CORRETTEZZA

Si dice che lo stimatore T, = £ ( X,...,X,,) &€ “corretto” o
“non distorto” per il parametro 0 se la media di T, coincide

con O qualunque sia 1l suo valore compreso nello spazio
parametrico ©.

Cioe: E(T,)=06 Voeo.




La stima fornita da uno stimatore corretto puo dirsi “corretta
in media”.
Se non vale la relazione vista sopra allora lo stimatore ¢ detto

“distorto”, e la sua distorsione rispetto a 0 viene misurata
dalla quantita:

o, =/ ECT,) —-0/.

Se pero al cresceredi n il valore di 0, tende a 0, allora T,
. . 11 ° ° »”
viene detto stimatore ~asintoticamente corretto




Dimostriamo che lo stimatore proposto per la media ¢
“corretto”:

X, — L~ x,,
72

i=

— 1 & 1 &
E(X ) = E(;ZXZ.) — ;ZE(XZ.)

Poiché le marginali X,,..., X, d1 ( X;,...,X,) sono identiche

alla v.c. X, risulta:
E(X ) = — E(X,) = — LL = L&
72 72

= 7 —

Per cui lo stimatore x~ ¢ corretto per la media



S1 puo dimostrare invece che lo stimatore proposto per la
varianzanon & " corretto’ .

Lo stimatore corretto ¢ 1l seguente:

S, = E<X — X )7

71 —1

Siccome Ss1 puo sempre scrivere:

s2__n 1 (X, — X)) =—L_5>,
71 —1 1 <= nn —1
segue che: ,
E(Si)= S - E(s?)
n_

quindi lo stimatore S, & asintoticamente corretto per 62 in

quanto: E(S,f ) 2
per n—>oo



2) CONSISTENZA

Questa proprieta indica la capacita di T, di fornire stime
miglior1 per 0 al crescere della numerosita campionaria.

Uno stimatore si dice “consistente” per 0 se:
[im P{|Tn — 0| < £}= 1
71— 00

Se lo stimatore € corretto o asintoticamente corretto, un modo
per verificarne la consistenza ¢ quello di osservareil valore 02,;:

o’ =E(T -0)

n

Se per n— si verifica che o2, — 0 allora lo stimatore T,
¢ detto “consistente”



3) EFFICIENZA

Questa proprieta viene introdotta per poter scegliere tra
p1u stimatori corretti € consistenti

Esistono diversi criteri per effettuare la scelta; 1l piu usato
¢ quelle che s1 basa sul criterio della varianza: fra piu
stimatori corretti € consistenti per 0 viene preferito quello
con la varianza minore (cio¢ il “piu efficiente”).

Se la v.c. ¢ normale (c1o¢ una v.c. simmetrica) (=> media
u = mediana X, s) si hanno a disposizione due stimatori
idonet: lo stimatore Media campionariae lo stimatore

Mediana campionaria X, s.
Per tal1 stimatori s1 ha:

2
Var( X, ) = =
7l

2 2

Var( X, . ) =22 71579

2 n 71



Stima per intervallo

Il parametro viene stimato mediante un intervallo
(detto intervallo di confidenza) | cui estremi
dipendono dal campione estratto (sono casuali).

Un intervallo di confidenza e quindi un insieme di
valori plausibili per il parametro incognito sulla
base dell’evidenza empirica.

Se il campione e rappresentativo (ovviamente e
impossibile saperlo), allora I'intervallo contiene |l
valore del parametro da stimare.



Stima per intervallo

Gli estremi dell’ intervallo vengono individuati in modo tale che
la probabilita di estrarre un campione che fornisce un risultato
corretto (leggi I’ intervallo contiene il valore del parametro)
sia fissata pari a 1 — a (livello di confidenza).

Attenzione: il livello di confidenza rappresenta il grado di
affidabilita della procedura, non il grado di affidabilita del
risultato corrispondente al singolo campione estratto.

Generalmente si usa come livello di confidenza il 95%
(a=5%).



Ripetendo l'operazione di stima ...

sU piu campioni, potrebbe capitare la cosa seguente

ww o wb of el o wl enl wrlos e o Bar e e S -

Valore
del parametro



Stima per intervallo

Esempio: si consideri un processo industriale di riempimento di
scatole di cereali e sia assuma che il peso X delle scatole sia
X~N(p;15). Dato un campione casuale di n=25 scatole con peso medio
362.3 grammi si vuole costruire un intervallo di confidenza al 95% per
M.

Per la proprieta della distribuzione normale e della media campionaria
risulta che ( _ A

P—Z/SX_MSZ/
\ 2 %; 2/

quindi un intervallo di confidenza all’(1-a)% per p é dato da

Y—> O/ <yu<X .O
2, pEusXez, T

Nel caso specifico si ottiene 354.12 < u < 365.88.

=1—-




Stima per intervallo

Ipotizziamo che p sia uguale a 368. Per comprendere a fondo il
significato della stima per intervallo e le sue proprieta e utile fare
riferimento all’ipotetico insieme di tutti i possibili campioni di ampiezza
n che é possibile ottenere.

AG2.3 I
A4 ¥ 156 42

X,  B69.5

Moy G0 I
354.12

Xy @622 I
35624

X, ATRER

Osserviamo che per alcuni campioni la stima per intervalli di p é
corretta, mentre per altri non lo e.



Stima per intervallo

Nella pratica estraiamo un solo campione e siccome non conosciamo
la media della popolazione non possiamo stabilire se le conclusioni a
cui perveniamo sono corrette o meno.

Tuttavia possiamo affermare di avere una fiducia all’(1-a)% che la
media appartenga all’'intervallo stimato.

Quindi, I'intervallo di confidenza all’(1-a)% della media con o noto si
ottiene utilizzando I’equazione

Y—> O/ <yu<X .O
2 T ppEns Xz T



Stima per intervallo

In alcuni casi risulta desiderabile un grado di certezza maggiore, ad es.
del 99%, ed in altri casi possiamo accettare un grado minore di

sicurezza, ad es. del 90%.
Il valore Z,, di Z che viene scelto per costruire un intervallo di

confidenza é chiamato valore critico. A ciascun livello di confidenza
(1-a) corrisponde un diverso valore critico.

0.475 | 0.475

|
u X
-1.96 0 1.96 z

2.58 0 258 2Z

Un livello di confidenza maggiore si ottiene quindi a prezzo di un
ampliamento dell’intervallo di confidenza ottenuto: esiste un trade-off

tra ampiezza e confidenza.



Verifica delle ipotesi

Test Statistici

| test statistici mettono a disposizione delle strategie per decidere
se accettare o rifiutare un’ ipotesi (statistica).

Il test e una procedura inferenziale per valutare la conformita
probabilistica tra un campione e la popolazione da cui si presume
che il campione sia stato estratto.

Con un test statistico si vuole verificare se le differenze risultanti
tra il campione e la popolazione siano significative oppure siano
dovute all’errore campionario.

Puo essere utile sapere se un campione proviene da una certa
popolazione oppure se é nettamente diversa da questa.

Per fare un test statistico, & necessario prima definire I’ ipotesi che
dovra essere verificata.



Verifica delle ipotesi
Le IPOTESI prendono il nome di:

‘Hy: IPOTESI NULLA; quello che ci si aspetta che
accada sulla base di quello che gia si sa; e quella che
riflette la situazione precedente a quella del test.

‘H,: IPOTESI ALTERNATIVA; e quella contro la quale si
verifica I’ ipotesi nulla, quella che se viene accettata
comporta in genere una modifica dello stato esistente.



Verifica delle ipotesi

Le Ipotesi sul valore del parametro possono
essere:

« semplici: & specificato un solo valore (per
es. 4 = Ho)
« composte: sono specificati piu valori

— unidirezionali (per es. p > )
— bidirezionali (per es. p = p,)

L ipotesi nulla e solitamente semplice, mentre
I” ipotesi alternativa & composta.



Verifica delle ipotesi
Il test

Sulla base dell’ evidenza empirica derivante da
un campione di osservazioni si deve decidere
se accettare o rifiutare H,.

Il test e una regola di decisione definita a
priori, che, per ogni possibile campione, indica
quale decisione prendere (se accettare o
rifiutare).

ll problema consiste nel costruire una regola di
decisione " ottimale ", ossia che ci induca
quanto piu raramente possibile in errore.



Verifica delle ipotesi

La regola di decisione

La regola di decisione consiste quindi nel
suddividere lo spazio campionario C in due
regioni

e C, regione di accettazione
e C, regione di rifiuto

in modo tale che, se il campione estratto (X) e
in C, I ipotesi nulla viene accettata, mentre se
il campione cade in C, essa viene rifiutata.



Verifica delle ipotesi

Schematicamente

Ipotesi Regola



IMPLICAZIONI DELL’ACCETTAZIONE O DEL RIFIUTO DELL’IPOTESI
NULLA.

Nell accettare o rifiutare I'ipotesi nulla si possono commettere due errori:

Errori del I tipo: rifiutare I'ipotesi Hy quando essa ¢ vera;
Errori del 11 tipo: accettare I'ipotesi Hy quando essa ¢ falsa.

L’ipotesi H, e: Accetto Rifiuto

Vera Nessun errore Errore del I tipo
Falsa Errore del 11 tipo Nessun errore




Verifica delle ipotesi

Gli errori del | tipo sono quelli piu gravi da commettere.
Infatti, sapendo H, e quella che riflette la situazione
precedente |’ esecuzione del test, quella che lascia le
cose come stanno o ancora quella che descrive le cose
che sembrano o dovrebbero essere considerate
“normali”, rifiutarla in favore di una ipotesi alternativa
che non é vera, puo comportare la messa in pratica di
interventi che pol si possono rivelare inutili, dannosi o
costosi.

Mentre accettare un’ ipotesi che é falsa (errore del li
tipo), in genere “lascia le cose come stanno...” non
modifica lo stato esistente.



Verifica delle ipotesi
COME FARE IL TEST

Usualmente

1. si fissa la probabilita dell’errore di primo tipo a (livello di
significativita);

2. si sceglie la regola di decisione che, a parita di a, minimizza, la
probabilita di commettere un errore del secondo tipo ;

3.Si estrae il campione casuale e si calcola la statistica — test;

4. Si confronta la statistica — test con la distribuzione teorica e si
decide se accettare o meno |’ ipotesi nulla



Verifica delle ipotesi
POTENZA DEL TEST

La potenza del test 1 — 3 & data da

1-p=P(X & CyH,)
ossia @ la capacita del test di individuare |’ ipotesi
alternativa quando é vera.

B minimo = 1 — 3 massimo

Si ricerca quindi quella suddivisione dello spazio
campionario che rende massima la potenza del test.



