PROBLEMI
DI

INFERENZA SU

VARIANZE




STIMA PUNTUALE

Il problema della stima di una VARIANZA si pone
allorche si vuole conoscere, sulla base di osservazioni
campionarie, il valore 02 che un dato carattere presenta
nella popolazione dalla quale il campione é stato
estratto.

Per analogia, lo stimatore che ci porta a stimare la
varianza e
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Si dimostra che questo stimatore e distorto, ossia il “suo
valore medio al variare dei campioni non e uguale al
valore del parametro nella popolazione



STIMA PUNTUALE
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In altre parole il precedente stimatore e distorto
per difetto secondo un fattore (n-1)/n della
varianza della popolazione.

In definitiva possiamo dire che uno stimatore
corretto della varianza della popolazione e:

$(x,-¥)

2 .= ® .
Se == 1 varianza corretta del campione
n —




INTERVALLO DI CONFIDENZA DELLA
VARIANZA o2 DI UNA POPOLAZIONE

Cominciamo dal caso in cui la stima si riferisce ad un campione
proveniente da una popolazione normale; Piccoli e grandi campioni;
caso che la media p della popolazione sia ignota. In questo caso la
v.c. di riferimento é:
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che ha distribuzione chi quadrato con n-1 g.d.l.; € possibile allora,
scelto un livello di confidenza 1 — a, determinare | intervallo che
con probabilita 1 — a, include la varianza incognita o2.

(n-1)S? el < (n-1)S?

> >
Xn-lal?2 Xn-11-a/2

Per i valori del chi quadro ci si avvale della tav. C (testo di Girone)

l-a=Pr




ESEMPIO

Un ' azienda produce rotoli di copertura e impermeabilizzazione delle
superficie in bitume. Si consideri un campione con i seguenti spessoriin mm.

945 967 9,72 980 9,88 990 991 10,02 10,21 10,44

Per cui la media campionaria é x =9,90mm.
Mentre la varianza campionaria é
n

—\2
2 (%, -x) 0.7004

S? = =l = =0,077
n-—1 9

Supponendo che la popolazione sia distribuita secondo la normale si
costruisca |’ intervallo di confidenza per la varianza o2 con un livello di
confidenza pari a 0,95.

Dalle tavole relative alla variabile casuale y* in corrispondenza di un valore
a=0,05 e di (10-1)=9 g.d.l., siricava il valore di soglia

y y
X9:0.025=19.02 ¢ £9:0,975=2.70



Stralcio della Tav. del Chi quadrato

gdl 0,995 0,99 0,975 0,95 0,9 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005
1 --- --- 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.010 0.020 0.051 0,103 0,211 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.072 0,115 0,216 0,352 0,584 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0,207 0,297 0,484 0,711 1.064 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860
5 0,412 0,554 0,831 1.145 1.610 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750
6 0,676 0,872 1.237 1.635 2.204 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548
7 0,989 1.239 1.690 2.167 2.833 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589

10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559




ESEMPIO

L’ intervallo di confidenza é

n-1)S* n-1)S*
1—0{=Pr(2 ) <(72<( 5 )
Xn-11-a/2 Xn-lal2
Ovvero
0.95 — Pr/9-0,077 -2 < 9-0,077
\ 19,02 2,70

risolvendo s1 avra
0,95 = Pr(0,04 = 02 = 0,26)

I suddetto intervallo sta a indicare che con probabilita pari al 95% il
parametro o2 della popolazione & compreso tra 0,04 e 0,26.



APPROSSIMAZIONE NORMALE PER DETERMINARE
GLI INTERVALLIDI CONFIDENZADELLA VARIANZA

Al crescere dei gradi di liberta, le distribuzioni chi quadrato
diventano sempre piu simmetriche: per valori grandi di g (gradi di
liberta) la v.c. chi quadrato tende normale e precisamente:

Z~\2x"-2g-1

Per cui nel caso di grandi campioni, I’'intervallo di confidenza e:

1—05=Pr(—za <Z<za) =Pr(—za <\2x° -2g-1 <za)

Dopo semplici passaggi, abbiamo:

i —\2
l-a=Pr 2E(Xi_X)

2n—3+z§ +2z N2n-3
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2n-3+z72 -2z \2n-3
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VERIFICA DELLE IPOTESI SULLA VARIANZA

DELLA POPOLAZIONE
SISTEMA D’ IPOTESI
H,:0" =0, H,:0" =0, H,:0" =0,
{Hl Soult o OPPHE { H, :0%)o; OPPHIE { H,:0%{o;

Caso in cui la media della popolazione e ignota (grandi e piccoli campioni)

Il TEST utilizzato e 2
, (n-1)8
X _ )
OO
Fissato a (LIVELLO DI SIGNIFICATIVITA’,
determinati i valori di delimitazione delle aree di rifiuto

2 e 2
)(n—l,l—a/Z Xn—l,a/2

2
Si accettera I’ ipotesi nulla Hyse X cade nell’ intervallo compreso tra
i suddetti valori e la si rifiutera nel caso contrario



ESEMPIO

Un ' azienda produce rotoli di copertura e impermeabilizzazione delle
superficie in bitume. Si consideri un campione con i seguenti spessoriin mm.

945 967 9,72 980 9,88 990 991 10,02 10,21 10,44

La varianza campionaria @ S2= 0,077

Supponendo che la popolazione sia distribuita secondo la normale si vuole
verificare I ipotesi nulla H,: 02= 0,09 contro H: 02# 0,09, con un margine di
errore a=0,05.
I test & , (n=-1)$* 9-0,077
X = — = =7,782
o 0,09

Dalle tavole relative alla variabile casuale ¥ in corrispondenza di un valore
a=0,05 e di (10-1)=9 g.d.l.,, siricava il valore di soglia

> P
X9:0.025=19.02 ¢ £9:0,975=2.70

In questo caso essendo il valore della funzione test pari a 7,782 ovvero un
valore compreso tra i due estremi calcolati, si € propensi ad accettare l'ipotesi
nulla formulata sul valore della varianza



VERIFICA DELLE IPOTESI SULLA VARIANZA
DELLA POPOLAZIONE (grandi campioni

Al crescere dei gradi di liberta, le distribuzioni chi quadrato diventano sempre
piu simmetriche: per valori grandi di g (gradi di liberta) la v.c. chi quadrato
tende normale e precisamente:

Z =~ 2" -J2g-1

Se é vera l'ipotesi nulla diventa

7 ~ \/22()@ —X)z/ag ~2(n-1)-1

Fissato a (LIVELLO DI SIGNIFICATIVITA’,

Si accettera I’ ipotesi nulla H, se

Z cade nell’intervallo compreso tra -z, e +z, se lI'ipotesi alternativa
e bidirezionale

Z > -z, se unidirezionale sinistra;
Z < +z, se unidirezionale destra.



Test F per la differenza tra due varianze

Talvolta si pone il problema di valutare I'ipotesi di omogeneita delle
varianze (omoschedasticita).

Per due campioni estratti da due popolazioni normali n, e n,, non
necessariamente uguali, si stimano le due varianze corrette:

m o)

E(Xli —)_(1)2 E(le. —)_(2)2
Sz _ =l 522 _ =l
1 n -1 n,-1

Considerando che: B
D) D U 2K X)(m-)s:
1= 012

Y. = =
= e 2 2 2
012 02 02

si distribuiscono come due Chi quadrato, rispettivamente conn;— 1e
n— 1 g.d.l., rapportandole ai propri gradi di liberta, abbiamo:

(n =1)8"/(m ~1)o; _S o)
(nz—l)Szz/(nz—l)az2 S; o)




Test F per la differenza tra due varianze

Quindi, fissato il sistema d’ipotesi: { ,
Nep
r H,: 7/, =1
Ho I()'l2 = ()'22 Az
1 o anche y
2 2 o’
H,:0/ =0, H:"1/ ,=1
1 2
L 0'2
S2
La precedente, se é vera l’'ipotesi nulla, diventa: = —12
Sz

La statistica test F segue una distribuzione F di Snedecor e Fischer
con (ny=1) e (n,—-1) gradi di liberta rispettivamente a numeratore e a

denominatore.

F, F,, F

Regione Regione
di rifiuto

Regione
di rifiuto di accettazione




Test F per la differenza tra due varianze

Conclusioni:

Qualora l’ipotesi nulla fosse vera, le due varianze campionarie
sarebbero due stime corrette della stessa varianza o2 e, quindi, a
meno di fluttuazioni campionarie, dovrebbero essere uguali, per cui
dovrebbe essere F=1.

Quindi, fissato a, occorre individuare i valori soglia dalla tavola della F:

f n—ln,-1;1-a/2 € fnl ~1;ny-1;0/2

Le tavole della F generalmente forniscono le soglie superiori; quelle
inferiori possono facilmente ricavarsi tenendo conto che, invertendo il
rapporto delle varianze campionarie, si ottiene ancora una F di
Snedecor con i gradi di liberta scambiati e con soglie di sinificativita

inverse:
J Ln,-lil-a/2 — I
n-l:n,-1;1-a
Lo fn2 ~I;n-L;0/2

Comunque, volendo confrontare due varianze campionarie, si suole
mettere a numeratore la varianza piu grande per cui il test, restando
bidirezionale, di fatto viene condotto sulla coda destra della
distribuzione ed é rivolto ad accettare se il rapporto e
significativamente maggiore di 1.



ESEMPIO

Il criterio di scelta per la disposizione dei prodotti in un supermercato
influenza le vendite dei prodotti stessi?

I responsabile delle vendite della ABC Supermercati é interessato a
confrontare il volume delle vendite della XYcola dei supermercati quando la
bibita e collocata nel consueto scaffale insieme alle altre bibite e quando
invece sono predisposti appositi spazi promozionali per la bibita all’inizio del
corridoio del supermercato. Per verificare la maggiore convenienza della
disposizione in spazi dedicati vengono selezionati 20 supermercati con un
volume totale di vendite simili.

1 20 supermercati vengono divisi in due gruppi, il gruppo 1 e il gruppo 2, da 10
supermercati ciascuno. Nei supermercati del gruppo 1 la Xycola viene
collocata nello scaffale insieme alle altre bibite, mentre nei supermercati del
gruppo 2 vengono predisposte degli spazi dedicati all’inizio del corridoio.

Dopo una settimana si registra il volume delle vendite del prodotto in ognuno
dei supermercati. Si e interessati, quindi, a valutare se 'ammontare medio
delle vendite varia o meno a seconda della disposizione del prodotto, cioé se
le medie delle vendite nei due gruppi di supermercati sono uguali o no.

Ugualmente, si sara interessati a confrontare la variabilita delle vendite nei
due gruppi dei supermercati.

Sulla base di tali considerazioni si potranno prendere decisioni strategiche
per aumentare il volume delle vendite della bibita in questione.



ESEMPIO (continua): verifica della omoschedasticita

Gruppo 1 69 45 38 70 35 25 /3 35 35 75
Gruppo 2 83 75 62 65 53 84 53 72 85 88
n =10 n, =10

X, = = =50 o
1 n, 10 n, 10
< — (xzi _x_2)2
E(xli_xl S2=’Z =1570=1744
S12 — =1 =3384=376,O 2 n2_1 ’
n —1
r 2 2
H,:0 =0 S’ 376,0
SISTEMA D' IPOTESI | ¢ 12 i Il TEST utilizzatoe F = S12 = aa" 215
H,:0, =0, 2 ’

Il test € a due code, e la regione di rifiuto e quindi costituita dalle due code
della distribuzione F: Fissato un livello di significativita a=0,05, le aree di
probabilita sulle due code devono essere ciascuna pari a 0,025.



ESEMPIO (continua): verifica della omoschedasticita
Poiché i due campioni considerati hanno entrambi ampiezza pari a 10, i gradi
di liberta sono pari a (10-1) = 9 sia per il numeratore che per il denominatore.

Il test & bilaterale, quindi, la regione di rifiuto si divide sulle due code della
distribuzione e la probabilita su ogni coda deve essere pari a 0,025:

Denominatore MNumeratore df;

dlf 1 2 3 . 7 8 9

1 647.80 799.50 864.20 . 948.20 956.70 963.30

2 38.51 39.00 39.17 . 39.36 39.37 3939

3 17.44 16.04 15.44 . 14.62 14.54 1447

7 8.07 6.54 5.89 . 4.99 4.90 4.82
7.57 6.06 5.42 . 4.53 4.43 4.36

721 57 =nls — 428 415 »4.03

Il valore critico superiore (F,) € 4,03.

Per determinare il valore critico inferiore (F;) & sufficiente considerare il valore
critico superiore F., di una distribuzione F con i gradi di liberta invertiti, cioé
con (n,-1) e (n4-1). Il valore critico inferiore si ottiene calcolando il reciproco di

Fs- 1 1
4,03

" F

N

=0,248




ESEMPIO (continua): verifica della omoschedasticita

CONCLUSIONI

Essendo il valore del test interno ai valori critici inferiore e superiore

F <F<F,
0,248 < 2,15 < 4,03
025 .95 02
0 .248 4.03 F
F Fu
Regione Regione Regione
di rifiuto di accettazione di rifiuto

L’IPOTESI NULLA NON VA RIFIUTATA:
“non c’é differenza significativa tra le due varianze”



