
PROBABILITA’
• Quando si utilizza un campione piuttosto che l’intera

popolazione, è necessario introdurre un modello
probabilistico che sia in grado di descrivere
adeguatamente la variabilità di campionamento.

• La probabilità rappresenta uno strumento
indispensabile per poter utilizzare l’informazione
contenuta nel campione al fine di fare inferenza su
una popolazione più ampia.

• Più generalmente, un modello probabilistico è uno
strumento utile, spesso utilizzato per modellare
l ’ incertezza delle informazioni che colpisce la
maggior parte delle nostre decisioni quotidiane.

…



PROBABILITA’
Esempio: ANALISI DEI PIANI DI CONSUMO
Il direttore marketing della XYZ elettrodomestici è interessato a studiare le
intenzioni di acquisto da parte dei consumatori di un nuovo televisore di grandi
dimensioni nei prossimi 12 mesi e quindi ad appurare se il televisore viene
effettivamente acquistato nel periodo di tempo suddetto. Inoltre, ai clienti che
hanno acquistato un televisore di grandi dimensioni viene chiesto anche se il
televisore acquistato è ad alta definizione e se sono soddisfatti del loro acquisto.

Alcune domande a cui sarebbe interessante riuscire a rispondere sono:
1.Qual è la probabilità che un consumatore pianifichi di acquistare un televisore di
grandi dimensioni nel prossimo anno?
2.Qual è la probabilità che un consumatore acquisti effettivamente il televisore?
3.Qual è la probabilità che un consumatore pianifichi di acquistare il televisore e lo
acquisti effettivamente?
4.Qual è la probabilità che un cliente che ha acquistato un televisore sia sodisfatto
del proprio acquisto?
5.Ecc.

QUESTO TIPO DI INFORMAZIONI PUO’ AIUTARE IL MANAGEMENT A SVILUPPARE
LE FUTURE STRATEGIE DI VENDITA E DI MARKETING.

…



CONCETTO E MISURA DELLA 
PROBABILITA

LA PROBABILITA’E’ UN CONCETTO PRIMITIVO
Cioè originario per l’essere umano perché innato e sempre
presente nelle sue regole di comportamento. In quanto tale,
obbedisce a criteri logici coerenti traducibili in un sistema
di assiomi dei quali si possono, con deduzioni rigorose,
dimostrare i teoremi.

LA PROBABILITA’E’ UNA MISURA
Perché associa al concetto primitivo una valutazione
numerica. Tuttavia, andrebbe sempre distinto il momento
della percezione concettuale da quello della valutazione
numerica.



CONCETTI PRIMITIVI

• “La PROVA genera l’EVENTO con una certa 
PROBABILITA’”

• PROVA si intende ogni esperimento soggetto ad
incertezza. Spesso, per prova si intende il meccanismo
fisico che produce i risultati, per cui la conoscenza della
prova equivale alla conoscenza delle circostanze che la
determinano.

• EVENTO si intende uno dei possibili risultati della prova e
consiste nella descrizione precisa ed esauriente delle sue
caratteristiche in rapporto alla natura e allo svolgimento
dell’esperimento.

• PROBABILITA ’ si intende un numero associato al
verificarsi di un evento. …



Def.1. Spazio dei Campioni.

E’ la totalità di tutti i possibili risultati di un esperimento concettuale. 
Verrà indicato con Ω.

Def.2. Evento Certo. Evento Impossibile.

L’evento certo è quello che si verifica sempre, Ω. 

L’evento impossibile è quello che non si verifica mai, φ.

Def.3. Spazio degli Eventi ( o algebra di Boole).

E’ l’insieme di tutti i possibili sottoinsiemi di Ω.



SPAZIO CAMPIONARIO
�L’INSIEME DI TUTTI I POSSIBILI EVENTI ELEMENTARI

Viene rappresentato utilizzando una 
TABELLA DI CONTINGENZA oppure un DIAGRAMMA DI VENN

Esempio precedente: campione di 1000 intervistati rispetto a due variabili di
interesse: l’acquisto pianificato e l’acquisto effettivo di un televisore.

Se siamo interessati ai piani di acquisto:
•un evento elementare è dato da “Sì”
•lo spazio campionario è dato da “Sì” e “No”
•il complementare dell’evento “Sì” e dato dell’evento “No”
•un evento congiunto è dato da “Acquisto pianificato=Sì” e “Acquisto
effettivo=Sì” 6



Diagrammi di Venn

UNIONE
INTERSEZIONE

NEGAZIONE EVENTI 
INCOMPATIBILI

EVENTI 
NECESSARI



INSIEME UNIONE E INTERSEZIONE

• E1 E2 • E1 E2∪ ∩

E1 E2 E1 E2



CONCEZIONI DI PROBABILITA’

CLASSICA: Dato un esperimento ben specificato ed un evento
E tra quelli possibili per quell’esperimento, se m è il numero dei
possibili risultati che danno luogo all’evento E, mentre n è il numero
di tutti i possibili risultati dell’esperimento, allora la probabilità
dell’evento E è il rapporto m/n, purché tutti gli n risultati siano
ugualmente possibili.

FREQUENTISTA: Dato un esperimento ben specificato e
perfettamente ripetibile, sia E un evento tra quelli possibili, ed
indichiamo con freq(E) il numero di volte che E si è verificato in una
serie di n esperimenti ripetuti tutti nelle stesse condizioni, per cui
freq(E)/n è la frequenza relativa di E. Allora, la probabilità di E è il
limite cui tende la frequenza relativa dell’evento E al crescere del
numero degli esperimenti.

SOGGETTIVISTA: Dato un esperimento ben specificato, sia
E un evento tra quelli possibili. Allora, la probabilità dell’evento E è
la somma che un individuo coerente è disposto a scommettere in un
gioco equo nel quale al verificarsi di E egli riceve dal banco un
importo unitario.



Proprietà Unione Intersezione

Commutativa

Idempotenza

Associativa

Distributiva

1221 EEEE !! = 1221 EEEE !! =

111 EEE =! 111 EEE =!

)()( 321321 EEEEEE !!!! = )()( 321321 EEEEEE !!!! =

)()()( 3121321 EEEEEEE !!!!! =

)()()( 3121321 EEEEEEE !!!!! =

Inoltre, si ha:

Ω=Ω!1E Ω=11 EE !

11 EE =Ω! ∅=11 EE !
11 EE =∅!

E1 ∅ = E1



Leggi di De Morgan

2121 EEEE !" =

Partizione dello Spazio Campionario

⇒ 2121 EEEE !" =

2121 EEEE !" = ⇒ 2121 EEEE !" =

(1)

(2)

Si dice che gli eventi A1,…,Ak appartenenti ad Ω formano una partizione 
dello spazio campionario se: 

(1) k1,...,ji    =≠∀∅=ji EE !

(2) Ei
i=1

k

 =Ω

cioè se sono a due a due incompatibili e necessari.



ASSIOMATIZZAZIONE DEL CALCOLO 
DELLE PROBABILITA’

Siano Ei, i=1,2,.. eventi di Ω (spazio campione). La probabilità di un 
evento E è una funzione di insieme a valori reali ch soddisfa i 
seguenti postulati:
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PRINCIPALI TEOREMI DEL CALCOLO 
DELLE PROBABILITA’
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PROBABILITA’ MARGINALE

Chiamiamo probabilità marginale la probabilità, P(E1), del
verificarsi di un evento semplice, per esempio la
probabilità che venga pianificato l’acquisto di un nuovo
televisore.

La probabilità di estrarre a caso un soggetto che ha
pianificato l ’ acquisto di un televisore è data da
(equazione 4.1):

Le probabilità considerate sono definite “marginali” perché
possono essere ottenute marginalizzando opportunamente la
tabella di contingenza.



PROBABILITA’ MARGINALE
Esempio: a 300 clienti che hanno acquistato un televisore di grandi
dimensioni viene chiesto anche se il televisore acquistato è ad alta
definizione (HDTV) e se hanno acquistato anche un DVD.
Qual è la probabilità che un televisore di grandi dimensioni (acquistato) sia
ad alta definizione?

Definiamo con:
il cliente che ha acquistato un HDTV; il cliente che non ha acquistato un HDTV

il cliente che ha acquistato un lettore DVD; il cliente che non ha acquistato un lettore DVD

Quindi la probabilità che un televisore estratto a caso tra quelli comprati sia
un HDTV è:

Acquisto di 
un HDTV

Acquisto di un DVD
Totale

Sì No
Sì 38 42 80
No 70 150 220

Totale 108 192 300

E1E1
E2E2

P(E1) =
80
300

= 0,267



PROBABILITA’ CONGIUNTA
Le probabilità congiunte (per esempio la probabilità che l’acquisto del

televisore venga pianificato ed effettivamente realizzato) si riferiscono
al verificarsi simultaneo di due o più eventi.

La probabilità che un soggetto pianifichi l’acquisto di un televisore e lo
acquisti effettivamente entro dodici mesi si ottiene rapportando il valore
che compare nella prima riga e nella prima colonna della tabella al
numero totale dei soggetti nel campione.

La probabilità che un consumatore estratto a caso pianifichi l’acquisto di
un televisore e lo acquisti effettivamente è

P(acquisto pianificato e acquisto effettivo) =

Acquisto 
pianificato

Acquisto effettivo
Totale

Sì No
Sì 200 50 250
No 100 650 750

Totale 300 700 1000

200
1000

= 0,20



Esempio: a 300 clienti che hanno acquistato un televisore di grandi
dimensioni viene chiesto anche se il televisore acquistato è ad alta
definizione (HDTV) e se hanno acquistato anche un DVD.
Qual è la probabilità che un acquirente di un televisore di grandi dimensioni
abbia acquistato un HDTV e un lettore DVD?

Definiamo con:
il cliente che ha acquistato un HDTV; il cliente che non ha acquistato un HDTV

il cliente che ha acquistato un lettore DVD; il cliente che non ha acquistato un lettore DVD

Quindi la probabilità un acquirente di un televisore di grandi dimensioni
abbia acquistato un HDTV e un lettore DVD è:

Acquisto di 
un HDTV

Acquisto di un DVD
Totale

Sì No
Sì 38 42 80
No 70 150 220

Totale 108 192 300

E1E1
E2E2

P(E1  E2 ) =
38
300

= 0,127



Dobbiamo ancora individuare una regola che ci permetta di calcolare
la probabilità dell’evento “E1 o E2”, evento che si realizza quando
è vero l’evento E1 oppure l’evento E2 oppure sono veri entrambi.

Come si calcola la probabilità che un soggetto abbia pianificato
l’acquisto di un televisore o lo acquisti effettivamente?

Probabilità di un’unione di eventi

Acquisto 
pianificato

Acquisto effettivo
Totale

Sì No
Sì 200 50 250
No 100 650 750

Totale 300 700 1000



La probabilità dell’unione di eventi può essere calcolata ricorrendo a
una regola generale:
La probabilità dell’evento E1 o E2 si ottiene sommando la probabilità
di E1 e la probabilità di E2 e sottraendo la probabilità dell’evento E1 e
E2

Probabilità di un’unione di eventi

La regola generale che abbiamo dato per il calcolo di “E1 o E2”,
consiste nel sommare le probabilità dei due eventi e poi sottrarre
la probabilità dell’evento “E1 e E2” (“intersezione”) che è stata
inclusa due volte nel calcolo delle probabilità di E1 e di E2.

NOTA: In alcuni casi nel calcolo della probabilità di un’unione la
probabilità congiunta, essendo nulla, non deve essere sottratta.

P(E1  E2 ) = P(E1)+P(E2 )−P(E1  E2 )



Probabilità di un’unione di eventi
Esempio: a 300 clienti che hanno acquistato un televisore di grandi
dimensioni viene chiesto anche se il televisore acquistato è ad alta
definizione (HDTV) e se hanno acquistato anche un DVD.
Qual è la probabilità che un acquirente di un televisore di grandi dimensioni
abbia acquistato un HDTV o un lettore DVD?

Definiamo con:
il cliente che ha acquistato un HDTV; il cliente che non ha acquistato un HDTV

il cliente che ha acquistato un lettore DVD; il cliente che non ha acquistato un lettore DVD

Quindi la probabilità un acquirente di un televisore di grandi dimensioni
abbia acquistato un HDTV o un lettore DVD è:

Acquisto di 
un HDTV

Acquisto di un DVD
Totale

Sì No
Sì 38 42 80
No 70 150 220

Totale 108 192 300

E1E1
E2E2

P(E1  E2 ) = P(E1)+P(E2 )−P(E1  E2 ) =
80
300

+
108
300

−
38
300

= 0,5



Due eventi si dicono incompatibili non possono verificarsi
entrambi

Se due eventi sono incompatibili, la probabilità di E1 o E2 si ottiene
sommando la probabilità di E1 alla probabilità di E2

Probabilità di un’unione di 
eventi incompatibili

P(E1  E2 ) = P(E1)+P(E2 )



Teorema delle probabilità totali
principio della somma

• La probabilità del verificarsi di due o più eventi 
tra loro incompatibili è la somma delle 
probabilità se il verificarsi di uno esclude il 
verificarsi dell’altro

p(E1 o E2) = p(E1) + (E2)  



PROBABILITA’ CONDIZIONATA
Come si modifica il calcolo di una probabilità quando si dispone di

un’informazione a priori sugli eventi coinvolti?
Si dice probabilità condizionata, e si indica con il simbolo P(E1 | E2), la

probabilità che si verifichi l’evento E1 sapendo che l’evento E2 si è
verificato.

La probabilità di E1 dato E2 si ottiene rapportando la probabilità E1 e E2
alla probabilità di E1

La probabilità di E2 dato E1 si ottiene rapportando la probabilità E1 e E2

alla probabilità di E1

1/2

P(E1 | E2 ) =
P(E1  E2 )
P(E2 )

P(E2 | E1) =
P(E1  E2 )
P(E1)



PROBABILITA’ CONDIZIONATA
Supponiamo di voler calcolare la probabilità che un televisore venga

acquistato da un soggetto che ne ha pianificato l’acquisto, vale a
dire P (acquisto effettivo | acquisto pianificato).

Sapendo che il soggetto ha pianificato l’acquisto di un televisore, lo  
spazio campionario si riduce a soli 250 soggetti.

Dei 250 soggetti in questione, 200 hanno effettivamente acquistato il
televisore.

Quindi la probabilità condizionata che un soggetto acquisti un
televisore dato che ne ha pianificato l’acquisto è pari a:

2/2



INDIPENDENZA
Quando il verificarsi di un evento non influenza la probabilità che se

ne verifichi un altro, si dice che i due eventi sono statisticamente
indipendenti.

L’indipendenza statistica si definisce quindi come segue:

dove = probabilità condizionata di E1 dato E2

= probabilità marginale di E1

Nel nostro esempio quindi gli eventi “acquisto pianificato” e “acquisto
effettivo ” non sono statisticamente indipendenti, poiché la
conoscenza dell’uno influenza la probabilità che si verifichi l’altro.

P(E1 | E2 ) = P(E1)

P(E1 | E2 )
P(E1)



PROBABILITA’ CONDIZIONATA E 
INDIPENDENZA

Si definisce probabilità condizionata di E2 dato E1, che si scrive
Pr(E2/E1), nel modo seguente:

E’ possibile esprimere la probabilità della intersezione di due (o
più) eventi tramite la probabilità dei singoli eventi.

Due eventi E1 e E2 si dicono indipendenti se e solo se
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Dalla definizione di probabilità condizionata si può ottenere una regola
che permette di calcolare la probabilità congiunta di due eventi
conoscendo la probabilità condizionata.

Partendo da:

e risolvendo rispetto alla probabilità congiunta
otteniamo la regola della probabilità composta
La probabilità dell’evento congiunto E1 e E2 si ottiene moltiplicando

la probabilità condizionata di E1 dato E2 per la probabilità
marginale di E2:

Se E1 e E2 sono statisticamente indipendenti, la probabilità di E1 e
E2 si ottiene dal prodotto delle due probabilità marginale:

PROBABILITA’ COMPOSTA

P(E1 | E2 ) =
P(E1  E2 )
P(E2 )

P(E1  E2 )

P(E1  E2 ) = P(E1 | E2 )P(E2 )

P(E1  E2 ) = P(E1)P(E2 )



La regola precedente non è solo una condizione necessaria per
l’indipendenza statistica [se E1 e E2 sono indipendenti allora P(E1
e E2) = P(E1)P(E2)], ma anche una condizione sufficiente [se P(E1 e
E2) = P(E1)P(E2) allora E1 e E2 sono indipendenti)].

Abbiamo quindi a disposizione due modi per valutare l’indipendenza
statistica:

PROBABILITA’ COMPOSTA 2/2

1. Gli eventi E1 e E2 sono statisticamente indipendenti se e solo se
P(E1 | E2) = P(E1).

2. Gli eventi E1 e E2 sono statisticamente indipendenti se e solo se
P(E1 e E2) = P(E1)P(E2).



Teorema delle probabilità composte

• Se un evento E risulta dal concorso di più eventi E1, E2....,En la 
probabilità dell’evento E è il prodotto delle probabilità degli eventi 
E1, E2....,En con l’avvertenza che se gli eventi  E1, E2....,En non 
sono indipendenti, le probabilità di  E2, E3,....,En sono calcolate 
sotto l’ipotesi che gli eventi che li precedono si siano già verificati

p = (E1 e E2) = p(E1 ) p(E2/ E1)

La probabilità dell’evento (E1, E2) è uguale alla probabilità 
dell’evento E1 per la probabilità di E2 subordinatamente ad E1



TEOREMA DI BAYES
Quando calcoliamo una probabilità condizionata, utilizziamo

l’informazione circa il verificarsi di un evento per determinare la
probabilità che un altro evento si verifichi.

Un’estensione di questo concetto ci permetterà di aggiornare una
probabilità sulla base di nuove informazioni e di calcolare la
probabilità che un certo effetto sia il risultato di una particolare
causa.

La procedura che illustreremo va sotto il nome di teorema di Bayes, si
ottiene, a partire dalla definizione di probabilità condizionata,
applicando la regola della probabilità composta.



TEOREMA DI BAYES
Teorema della probabilità delle cause

Consideriamo una serie di eventi E1, E2 ….. Ek, una
famiglia di eventi dello spazio degli eventi Ω e sia A un
evento con Pr(A) > 0, allora:

Questo teorema permette di trovare le probabilità degli
eventi Ek che possono essere la causa del verificarsi
dell’evento A, in altre parole che l’effetto A sia stato
provocato dalla causa Ek.
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Esempio 1
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Esempio 2
• Il responsabile marketing di una società che produce 

giocattoli sta analizzando le chance sul mercato di un nuovo 
gioco.

• Nel passato della compagnia solo il 40% dei nuovi 
giocattoli ha avuto successo di mercato, mentre il restante 
60% non ha ottenuto un riscontro positivo.

• L’80% dei giocattoli di successo avevano ricevuto un 
previo giudizio positivo da parte degli esperti di marketing 
della società, contro il solo 30% dei giocattoli poi rivelati 
fallimentari sul mercato.

• Qual è la probabilità che il nuovo giocattolo sarà premiato 
dal mercato, sapendo che gli esperti di marketing della società 
lo hanno valutato positivamente?
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F = “giudizio positivo del marketing”; F’= “giudizio negativo del di marketing”

Applicazione del teorema di Bayes
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1. Individuare correttamente la prova e tutti gli eventi elementari di cui si compone, 
distinguendo tra prove semplici e prove composte.

2. Assegnare le probabilità agli eventi elementari seguendo le formalizzazioni 
proposte: i) per partizioni finite di eventi ii) per partizioni numerabili di eventi iii) 
partizioni non numerabili di eventi.

3. Controllare che le assegnazioni rispettino i postulati.
4. Esplicitare l’evento E di cui si desidera calcolare la probabilità mediante l’unione, 

l’intersezione, la negazione degli eventi elementari di cui si compone in numero 
finito o numerabile.

5. Possono quindi verificarsi solo tre casi:
1. Evento E costituito dall’unione di eventi elementari
2. Evento E costituito dall’intersezione di eventi elementari
3. Evento E costituito dalla negazione di eventi elementari

Alcune esemplificazioni del calcolo delle probabilità

6. Qualora l’evento E derivi da più sottoprove occorre verificarne 
l’indipendenza

7. Controllare la coerenza dei risultati, ad esempio calcolando in modo 
indipendente la probabilità di altri eventi


